2371 — To + T3 = -3

18a.) Geben sei das lineare Gleichungssystem 2z; — 4z, + 3z3 = —1.
—4x;, + 8x9 — 4x3 = 4
Ermitteln sie die Matrizen L;, bestéitigen Sie die Gleichun-
gen A®) =p
2 -1 1
2 —4 3
—4 8 —4
k=1
mit agr = a1 = 2 ist
a1 2
sy = a = 5 =1
Iy = 2= 4 -2
a11

also ist
1 0 0 1 00
Ly = -1 1 0 Ao = 1 10
2 01 -2 01
und
2 -1 1
LoA=| 0 -3 2
0 6 -2
k=2
mit agr = agy = —3 ist
as9 6
l = —~=—=-2
32 i 3
also ist
1 00 1 00
Li=1 0 1 0 Ar=1 01 0
0 2 1 0 2 1
und



Insgesamt ist

1 0 0
L=MANA = 1 1 0
-2 -2 1
2 -1 1
R= L1LOA = 0 -3 2
0 0 2
und
1 0 0
Lt'=LLy = -1 1 0
0 21
damit ist

Dies fiihrt mit Rz = ¢ auf das lineare Gleichungssystem

2 -1 1 € -3
0 -3 2 To = 2
0 0 2 T3 2
2r1 — xro + T3 = —3
— 3z + 223 = 2
2.%’3 = 2

Daraus folgt, dafl 3 = 1 ist, also ist 3 = 0 und 7 = —2. Damit 16st der Vektor

-2
T = 0
1

Das urspriingliche Gleichungssystem:

2 -1 1 —2 -3
Az = 2 —4 3 0 = -1 | =b
-4 8 —4 1 4

18b.) Beweisen Sie die Aussage (5.15) im Skript.

Sei die Matrizenmultiplikation zweier (n x n) Matrizen (a;;) und (b;;) definiert
als

(cij) = D aab
=1



Beweis: Per Induktion iiber k.

Induktionsanfang k£ =1
Ly habe die folgende Form:

1 0 0
z 1 0
L():— z 0

(auf der Hauptdiagonalen liegen nur einsen, in der ersten Spalte beliebige Werte,
ansonsten existieren nur Nullen) und L; die folgende:

01 --- 0
L1:= 0 Y

(auf der Hauptdiagonalen liegen nur Einsen, in der zweiten Spalte beliebige
Werte, ansonsten existieren nur Nullen). Dann laflen sich die beiden Matrizen
als Summe Ly = (a;;) + E und Ly = (b;;) + E ausdriicken, mit

(aij):==| = 0 (b)==] 0 y '
z O 0 0Oy --- 0

damit gilt
(aij)(bij) =0

da fir alle [ gilt 5;1=0, und somit a4l - b;1 = 0 ergibt. Auflerdem gilt fiir alle
I asl = 0, also auch azl - bl2 = 0. Fiir alle anderen Werte j > 2 gilt fiir alle [
byj = 0, also ergibt die Summe dort auch immer 0.

Insgesamt gilt also:

Lo-Li = [(ai) + E][(bij) + E] = (as;)(bij) + (as;)E + (bi;)E + E? = (ai;) + (bij) + E



Damit hat das Produkt LoL; untere Dreiecksgesalt:

1 0 0
1 0

LOL1 = r Yy
T Yy 1

Induktionsschritt (k —1) = &

Nach Induktionsvorraussetzung hat die Matrix (a,-j) = Lj;_1 untere Dreiecks-
form, auf der Hauptdiagonale liegen nur Einsen, dariiber Nullen, ab der k-ten
Spalte befinden sich nur Nullen unter der Hauptdiagonalen, davor befinden sich
beliebige Werte.

j>i
™NO 0 0., 0
N1 o0 --- 0
xr x 0 0 0

y? 7

cini<kl T z NINO0 0
J<thI< r T T 0
r T z| 010 0

/- AN .

J<iNj=k J<iNj>k b=

Die Matrix (b;;) = Aj hat untere Dreiecksform, auf der Hauptdiagonale
liegen nur Einsen, dariiber Nullen, in der k-ten Spalte befinden sich beliebige
Werte unter der Hauptdiagonalen, davor und dahinter stehen nur Nullen.



N0 0 0&.. 0
0N 00 - 0
00 00 0
.:75
R 0 0 0NIN0 0
J<iANj <k 0 0 0% 0
00 0|y |0 0
00 --- 0%/ 0N

j<iNj=k J<iANj>k t=J

Damit ergeben sich bei der Berechnung von Ly = (¢;;) fiinf Falle:

i =7 An der Stelle ¢ = j = ist a; = b;; = 1, fiir Werte von | < j ist b;; = 0,
fiir Werte von [ > 4 ist ay = 0. Damit ist die Summe ¢;; = 1.

J > 1 Fiir Werte von I < j ist b; = 0, fiir Werte von [ > ¢ ist ay = 0. Damit ist
die Summe ¢;; = 0.

J <iAj<k Fir Werte von I < j ist b;; = 0, an der Stelle [ = j ist b;; = 1, fir
I > jist b; = 0. Damit ist die Summe ¢;; = a;;.

J<iAj>k Fiir Werte von | < j ist bj; = 0, fiir { > k aber a; = 0. Damit ist
die Summe ¢;; =0

J <iAj=k Fir Werte von [ < j ist bj; = 0, an der Stelle | =i ist az = 1, fiir
I >iist az = 0. Damit ist die Summe c¢;; = b;;

Also hat die Matrix Ly untere Dreiecksgestalt:



J<iNj<k

0 0 0£-. 0
1 o0 --- 0
T 0 0 0
T - xNINO 0
a: - w y 0
z --- x|y |0 0
SN
j<inNj=k J<iNj>k

i

=



