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1.) Sei r € IN. Man zeige: Es gibt an, .o, 0pr € Q, so daB fiir
alle n € IV gilt: Z k= Loprtl 4 Z apin’

=1 r+1
2.) Seien a4, . .., a, nicht negative reelle Zahlen. Man beweise
filr g := 4=t die Abschitzung a; - ...-a, < a"

n n+1
3.) Setze a, := (1—1—%) , by = (1—1—%) fiirn=1,2,...

i.) a, < apq

Zuerst wird a,, umgeformt:
n n n
1 n 1 n+1
n o n n
n+l1 n+1 n+1
1 14 + 1 n-+2
a = — -
" "‘H n+1 n+1

Nun wird gezeigt, daf fiir alle n € IN a, < an41 gilt:

n n+1
n—+1 n+2
n n+1
n

|
/N
S |3
+|+
e

n+1 n+ 2 n+ 2
n n—+1 n+1
2
[ Zil ] n+2>
1 < -
n+1 n+1
n+2 " [n+2
1 < .
n+1) n+1
n2+2n \" [(n+2
1 < .
n24+2n+1 n+1
n+2n+1-1 n+2
1 < -
T n24+2n+1 n+1
1 " [n+2
1 < — .
n+1 (n+1)2 n+1
" (n+2
1 1- .
< ( n+1 ) <n+1>
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In die Bernoulli-Ungleichung (1 + zn) < (1 + 2)™ kann man dann  := —ﬁ

einsetzen:
1 1 n
l4n-(-—— ) < (1o —
o ( <n+1>2> S ( <n+1>2>

Und das ganze auf beiden Seiten mit 2£2 multiplizieren:

1 n+2 1 " n+2
1< |1+n- (- : < (1- :
\[ o ( (n+1)2)] Rl S ( <n+1>2) nt1

Wenn nun die linke Seite grofler oder gleich 1 ist, so gilt das gesagte.

[14_”‘(_ 1 )]‘n+2
(n+1)2 n+1
[1_ n ]_n+2
m+1)?2] n+1
n+2 n-(n+2)
n+1 (n+1)3
m+2)-n+1)2 n-(n+2)
CES N CEE
n+2)-(n+1)?2—-n-(n+2)
(n+1)3
m+2)-(n?>+2n+1)—-n%—-2n
(n+1)3
nP+2n2 +n+2n2+4n+2—n?-2n
(n+1)3
n® +3n% +3n +2
(n+1)3
n®+3n>+3n+1+1
(n+1)3
(n+1)32+1
(n+1)3

,_.
N

n
Damit gilt 1 < 1+ —L— < (1_;) g2
Damit gilt 1 < 22+
Damit gilt an, < ant1

q.e.d.
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ii.) by > bpis

Zuerst wird b, umgeformt:

n+1 1 n+1 1 n+1
by = <1+%> =<ﬁ+—> :<"+>
n n n
n+2 n+2 n+2
b4 1— 14 - n+1+ 1 _ n+2
n - "+1 T \n+1l n+1 T \n+1

Nun wird gezeigt, da} fir alle n € IN b, > by41 gilt.
n+1 n+2
<n+1) <n+2>
>
n n+1
n+1 n+1
n+1 n+ 2 n+2
> .
n+1 n+1

(21) ) -
(%)

n+1 S 1
n+2 n+2
n2+4+2n+1 n+1

> 1
T n24+2n n+ 2

n? + 2n n+1 S 1
n?+2n n2+2n n+2
n+1

1—-—— > 1
< n2+2n> )

In die Bernoulli-Ungleichung (1 4+ z)” > (1 + zn) kann man dann z := —
einsetzen:

n2+2n

1 et 1
1— - > 1+ (1-———)- 1
( n2+2n> +< n2+2n) (n+1)

n+1

Und das ganze auf beiden Seiten mit multiplizieren:

1 LRy | 1 n+1
1- —-— . > |1 1—-—1. 1)] -
( n2+2n) (n+2> i’ [+< n2+2n) (n+ )] <n+2>

Wenn die rechte Seite grofler oder gleich 1 ist gilt das gesagte.

1 < [1+<1—m)-@+1)]-(:1;)
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_ (1+n+1— n+1 )‘n+1
n2+2n/) n+2
_ <n+2— n+1 )_n—i—l
n2+2n) n+2

n+1 n+l n+1
n+2 n2+2n n+2
n+2)(n+1) (n +1)?
n+2 (n2+2n)-(n+2)
(n?>+2n)(n+2)(n+1) (n+1)2
n2+2n)(n+2)  (n2+2n)-(n+2)
(n?>+2n)(n+2)(n+1)—(n+1)32
(n%2+2n)(n+2)
(n?2+2n)(n+2)(n+1)—n%—-2n-1
(n%2+2n)(n+2)

(n+2)
(

_ @+2n)(n+2)(n+1) n? +2n B 1
B (n%+2n)(n+2) (n2+2n)(n+2) (M2+2n)(n+2)
1 1
- n+1_n+2_(n2+2n)(n+2)
- ntl- (n*+2n 1
B m2+2n)(n+2) (M2+2n)(n+2)
— il n?+2n—1
- (2 + 2n)(n + 2)
_  —(n*=2n+1)
= n+tl (n? + 2n)(n + 2)
= n+1- —(n—1)2
(n? +2n)(n +2)
= n+1+ (n —1)*

(n? +2n)(n +2)

Damit gite [1+ (1= oy ) - (4 1)] - (283) > 1

I 1 \"" e

Damit gilt bfL >1

Damit gilt b, > bp41

q.e.d.
n
iii.) ap < Y 4 <3 fiirn>1
k=0

n
Behauptung: a, < Y 7 gilt.
k=0
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Beweis: i
(1 + l) list sich schreiben als 3> "' )17k (l) =
" i=o \ k " k=

jedes Summenglied gilt dann

DG - msr

- 1.2 n
k1-2-...-(n—k)-nk
- F———n—%y-(n—k+1) .n
o k'l—fnTk-)nk
_ (n—=k+1)-...-(n—-1)-n
- klnk
1 (n—k+1)-...-(n—1)

k! nk
1 n—-k+1 n—1 n
7 n n on

Dieser Bruch ldsst sich nun schreiben als

k .
1 (n—Fk+1i)

i=1

Da hier (n — k + 1) < n gilg 2=k+) k'H) <

Damit gilt H (n=kti) k'H) <1, Vk>1

i=1

Damit gilt - H ("7k+z) < VE>1

i=1
Damit gilt Z (2)(1) Eki
Damit gilt a,, < Z o

q.e.d.

n
Behauptung: Z 5 <3gilt,da Y & < by gilt und by, < 3 fiir alle n > 2.

k=0
Beweis: Oehm ja.... macht mal.
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4.) Fiir positive Zahlen q, b definiert man A(a, b) := “T“’, G .=

Vab, H := % Man beweise H(a,b) < G(a,b) < A(a,b)

Gleichheit gilt fiir a = b.

a+b 2
2aa a+a
< W/ <
a+a STy
2402 2
ig 1/(12 g_a
2a 2
a= a =a

Um zu beweisen, dafl H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) gilt, geniigt es zu zeigen, dafl
H(a,b) < G(a,b) und G(a,b) < A(a,b) gelten.
H(a,b) < G(a,b)

Der Fall der Gleichheit wurde bereits betrachtet, somit auch a := 0 und b := 0.
Fiir alle anderen gilt:

2ab —
a -Cil- b D ab
4a2b?
— <
@ty S ab
212 2
4a°b < (a+b) ab
(a+b)? (a+0b)?
4a®v*> < (a® + 2ab+ b*)ab
40’y < 2a%0% + ab® + b

Nun muf8 man zeigen, da} 2a2b? < ab® + a®b gilt.

Fiir den Fall, da8 a > b gilt, daf} die Differenz = b — a grofler ist als 0.
b 148t sich damit schreiben als b = a + .

Somit ergibt sich

2a%(a + x)*

24°(a® + 2azx + z%)
2a* + 4a®z + 2a%2?
2a* + 46’z + 2a°2”
0

a(a + z)® + a®(a + )

a(a® + 3a’z + 3az® + 2°) + a* + d’z
a' + 3d®z + 3a’2” + ax® + a* + a’z
2a* + 4’z + 3a’z® + az®

a’z? + az?®

INCINCINCIN N
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Somit gilt nur fiir den Fall z = 0 Gleichheit. Da b aber b = a + z ist, gilt Gleich-
heit somit ebenfalls nur bei b = a.

Fiir den Fall b > a lduft der Beweis analog ab. a 148t sich dann schreiben als
a=b+zx.

G(a,b) < A(a, b)

\/%g a—2+—b

a+b\’
b <

@ < (%)
a® + 2ab + b2
@ S
b < ﬁ_}_a_b_}_g
WS YTy
b < £+E+a_b
WS YL

Nun mufl man zeigen, dafl “7” < “4—2 + % gilt.
W @
2 T 4 4
b @ ¥
PSS 9T

Fiir den Fall, dal a > b gilt, daf} die Differenz x = b — a grofler ist als 0.
b 138t sich damit schreiben als b = a + z.

Somit ergibt sich

2 2
a®  (a+zx)
< A
ala+z) < 2+ 5
2 249 2
a®+ar < a_+a+am+x
2 2
2 ap < a2+a2+2am+m2
a 4 2 22
2 2 2 2
72
a’ +ax < a2+ax+7
0 < 22

Somit gilt nur fiir den Fall z = 0 Gleichheit. Da b aber b = a + z ist, gilt
Gleichheit somit ebenfalls nur bei b = a.
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Fiir den Fall b > a lduft der Beweis analog ab. a 148t sich dann schreiben als
a=b+zx.



