Ubungsaufgaben Analysis I
Blatt 3

Beth Scorer, 5643272
Fabian Schulz, 5575935
Thomas Dettbarn, 5610641

6. April 2004



Beth Scorer, Fabian Schulz, Thomas Dettbarn Blatt 3 2

1.) Die Folge der Fibonacci-Zahlen wird induktiv definiert
durch ay = a; ;=1 und a9 = a1 + ay.

a.) Man bestimme die ersten 10 Folgenglieder.

Zunichst einmal wird die Definition fiir die Fibonacci-Zahlen von a2 nach a,
umgeformt:

an+2 = Qp41 +an
S an = Gp-1t+ap-2

Damit ergibt sich dann die folgende Tabelle:

n |Qp—2+ap_1 | Ay
0 - 1
1 - 1
2 1+1=| 2
3 1+2=1| 3
4 24+3=]| 5
5 3+5=| 8
6 54+8=113
7 8+13=|21
8 13+21=1| 34
9 21+34=| 55
10 34+55=|89

b.) Man zeige fiir alle n,k € Ny, da8 a,an k12 — Anp1Gnikr1 = (—1)"ak.

Behauptung: a,an4+54+2 — Gnt10nrk+1 = (—1)"ay gilt fiir alle k,n € IN.

Beweis: per Induktion iiber n.

Induktionsanfang A(0)
n:=0

QA0 +k+2 — A1A0+Ek+1
= QaoGg+4+2 — 1041
l-apq40 —1-ap4r
= Og4+2 — Q41
= Qar = lak = (—I)Oak \/

Induktionsannahme Gilt fiir n
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Induktionsschritt A(n) = A(n + 1)

An410n14+k4+2 — On414+10n414k+1 =
= Op10n4+k+3 — An420n4k42
= Gn410k43 — (Gny1 + On)Anyri2
= Gnt1(@ntk+2 + Gntkr1) = (@nr1Gnik+2 — Qnlntrt2)
= An+410n+k+2 + Ont410n4k+1 — Qnt10ntk+2 T Anlnt k42
Un4+10n+k+1 — AnOn4k+2
= (=1 (@nGnik+2 = Gny1Gnykt1)
nach I.V.‘;(—l)"a;c
= (=1(-1)"ax
— (_1)n+lak

Damit wurde die Behauptung gezeigt.
g.e.d.

2.) Die Zahl 4 1483t sich auf fiinf verschiedene Weisen als
Summe von Einsen und Zweien darstellen: 1 +1+1+1 =
1+414+2=14+24+1=24+14+1=2+2.

a.) Man gebe eine Rekursionsformel fiir die Anzahl solcher Darstel-
lungen durch Einsen und Zweien fiir eine beliebige positive Zahl an
und berechne sie im Fall n = 12.

Gegeben sei die Menge der Summendarstellungen fiir n := 1 und n := 2:

S1)={1} =@ ={1+1,2}

n = 1 148t sich damit auf eine Art darstellen, n = 2 auf zwei Arten.

Da eine Summendarstellung groferer Zahlen entweder mit 1+ oder 2+ be-
ginnt, ergeben sich fiir X(n) folgende zwei Fille:

Summe beginnt mit 1 Die Menge aller Summen, die in ¥(n) mit 1+ begin-
nen sei folgendermafien definiert:

Yin) = {l4+o|loeX(n-1)}

In ¥(n — 1) sind bereits alle moglichen Kombinationen o enthalten, um
n — 1 darzustellen.
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Summe beginnt mit 2 Die Menge aller Summen, die in ¥(n) mit 2+ begin-
nen sei folgendermafien definiert:

Ya(n) = {24+0|oc€X(n—-2)}

In ¥(n — 2) sind bereits alle moglichen Kombinationen o enthalten, um
n — 2 darzustellen.

Die Teilmengen ¥;(n) und ¥3(n) sind per Konstruktion disjunkt. Fiir ¥(n)
ergibt sich somit:

E(n) = El(n) U EQ(”)
Thre Méchtigkeit ist also:
[Z() | = [En-1)|+[3(n-2)]

Die Méchtigkeit der Menge ¥(12) 148t sich rekursiv bestimmen:

n|[Sm-1)]+[Sn-2)||=|SM)|
1 — 1
2 — 2
3 1+2 =3
4 243 =5
5 3+5 =8
6 5+8 =13
7 8+13 =21
8 13+ 21 =34
9 21+ 34 =55
10 34 + 55 =89
11 55 + &9 =144
12 89 + 144 =233

Die Zahl 12 148t sich somit auf 233 verschiedene Arten als Summe aus Einsen
und Zweien darstellen.

b.) Welche Anzahl ergibt sich fiir n = 12, wenn man zusitzlich auch
Dreien zur Darstellung zulaf3t?

LaBt man zusétzlich Dreien bei der Summenbildung zu, so muf} die Rekursions-
basis neu berechnet werden, da sich n = 3 dann auf vier verschiedene Arten
darstellen 148t.

¥3) = {1+1+1,1+2,2+1,3}
n = 1 list sich weiterhin nur auf eine Art ausdriicken, n = 2 auf zwei:
¥'(1) :=%(1) ¥'(2) :=%(2)

Fiir die Menge der Summen in ¥/(n) ergeben sich jetzt drei Fille:
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Summe beginnt mit 1 Die Menge aller Summen in ¥'(n) die mit 1+ begin-
nen sei folgendermafien definiert:

Yin) = {l+o0]oeX(n-1)}

In ¥'(n — 1) sind bereits alle moglichen Kombinationen ¢ enthalten, um
n — 1 darzustellen.

Summe beginnt mit 2 Die Menge aller Summen in ¥/(n) die mit 2+ begin-
nen sei folgendermafien definiert:

To(n) = {2+0|oceX(n-2)}

In ¥'(n — 2) sind bereits alle moglichen Kombinationen ¢ enthalten, um
n — 2 darzustellen.

Summe beginnt mit 3 Die Menge aller Summen in ¥/(n) die mit 3+ begin-
nen sei folgendermaflen definiert:

¥i(n) = {3+0|oceX(n-3)}

In ¥'(n — 3) sind bereits alle moglichen Kombinationen o enthalten, um
n — 3 darzustellen.

Die Teilmengen X (n), ¥5(n) und X%(n) sind per Konstruktion disjunkt. Fiir
¥'(n) ergibt sich somit:

¥(n) = Xi(n)UZ;(n)UI5(n)
Thre Méchtigkeit ist also:
1) = [Z@e-)[+]|Z0-2)]+]|Z(n-3)|

Die Michtigkeit der Menge X/(12) 148t sich rekursiv bestimmen:

n|[Sm—1)]+]Sn-2)|+|S(n-3)| | = Sn) |
1 — 1
2 — 2
3 — 4
4 1+2+14 =7
5 24+447 =13
6 4+7+13 =24
7 7T+13+24 =44
8 13+24 + 44 =81
9 24 4+ 44 + 81 =149
10 44 + 81 + 149 =274
11 81 + 149 + 274 =504
12 149 + 274 + 504 = 927
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Die Zahl n = 12 148t sich also auf 927 verschiedene Arten als Summe von Ein-
sen, Zweien und Dreien darstellen.

Folgerung: Fiir den allgemeinen Fall, dal Summanden zwischen 1 und &
zugelassen werden, ergibt sich als Anzahl der Moglichkeiten:

3.) Man zeige, dal im Koérper Q der rationalen Zahlen die
Menge P = {z = ¢ | a € Z,b € Z*, a-b € IN} einen Positi-
vitatsbereich bildet.

Sucht man Werte fiir a € Z und b € Z* ergeben sich fiinf Flle.

a>0,0>0—=a-b>0—=a-be N
a<0b>0=0a-0<0=0a-b¢ N
6>0,b<0=a-0<0=a-b¢g N
a=0,b<0=a-b=0=a-b¢gIN
a<0,b<0=a-b>0=a-be N

In allen Fillen gilt auferdem b? > 0. Damit gilt ;5.

In den Fillen in denen a - b € IN gilt, gilt:

2= a-b
b oy
>0 N~~~
>0
———
>0
Damit ist 7 > 0.
4.) Man zeige, da8} fiir positive Elemente zi,...,z, in Q die
folgenden Aussagen richtig sind: Aus z;-z5-... -z, = 1 folgt
T1+ 2o+ +x, Z2nund (1+z)1+z2) ... - (1 +z,) 2
2". Umgekehrt folgt aus z; + ... + 2, = n die Ungleichung
T1:Ty: ... Ty < 1. Wann gilt jeweils das Gleichheitszeichen?
Behauptung 1: Aus zy - 25 - ... -z, = 1folgt 21 + 22+ ... + z, > n.

Beweis: durch Induktion nach n.

Induktionsanfang A(1)
n:=1.

=1 = z1>1 \/
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Induktionsannahme Gilt fiir n

Induktionsschritt A(n) = A(n + 1)

T1-Ta- .o Ty -Tpy1 = 1
S (T T2 .o Zp) Tppr = 1
=>1l-zpp = 1
> Tp = 1
ST+t .. Tt a1 2 N Tptr
> n+1

Damit wurde die Behauptung 1 gezeigt.

Behauptung 2: Aus z; ... -z, = 1folgt (14+z1)(1+22)---(1+2,) =27

Induktionsannahme A(1)
Auszy=1folgt (1+z)=(1+1)=2>2" /.

Induktionsannahme Gilt fiir n

Induktionsschritt A(n) = A(n + 1)

L1 -T2 ... Tpn Tptl = 1
@(iL’l'LEQ'...'.’L‘n)-.’En_H =1
S 1- Tn4+l = 1
& Tpy1 = 1
= (1+$1)(1+$2)...(1+.’L’n)(1+£L'n+1) > 2”(1+£L'n+1)
= 2"-(1+41)
= 2-2"
— 2n+1
Damit wurde die Behauptung 2 gezeigt.
Behauptung 3: Aus 21 + 22+ ...+, =nfolgt 1 - 29 - ... -z, <1

Beweis: durch Induktion nach n.
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Induktionsanfang A(1)
n:=1

rn=n=>n=1 1 <1 4.

Induktionsannahme Gilt fiir n

Induktionsschritt A(n) = A(n +1)

T1+...+zp+Tpy1 = n+1
T
= n +Tpy1 = n+1
=>ZTpy = 1
L1 L2 ... Tp " Tp4l
= X1 Ty ---"Tp-1
= T3 Zy-... Ty <1 /.
<1 nach I.A.

Damit wurde die Behauptung 3 gezeigt.

Gleichheit gilt, wenn z; := 1, Vi € IN. Dann ist

n
i+ ...+z, = 21:”
=1
n
T1To e Ty = H1=1"=1
=1

14+z)A+z2)...-1+zm) = ﬁ(l+1)=H2=2"



