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1.) Sei g € IN, g > 2. Zeigen Sie: Jedes n € IN; hat eine
eindeutige Darstellung n = > a,¢" mit a, € {0,1,2,...,9—1}
v=0

Beweis: Per Induktion iiber r.

Induktionsanfang A(0)
r:=0 (Wenn n < g)

v=0

_ 0

en = ayg
oSN = ay

Damit ist das n eindeutig bestimmt.
Induktionsvorraussetzung Gilt fiir alle r € INg

Induktionsschritt A(r) = A(r +1)

r+1
n = Za,,g"

v=0
r—+1

Sn = Za,,g" + agg®
v=1
r+1

Sn o= Z ayg” + ag
v=1

r

&no= z av419°T" + ag

v=0

<n

g- <zau+1g"> +ag
v=0

eindeutig nach I1.V.

Die Summe in den Klammern ist eindeutig bestimmt, und wird mit einem
Parameter multipliziert, weswegen das Produkt auch eindeutig bestimmt
ist. AuBerdem ist der Rest der Division n/g = ao eindeutig bestimmt.
Damit ist somit auch ein n eindeutig bestimmt, welches r + 1 Ziffern
zwischen 0 und g — 1 zur Darstellung benétigt.



Beth Scorer, Fabian Schulz, Thomas Dettbarn Blatt 4

w

2.) Fiir reelle a,b mit a,b > 0 zeige man ‘\/6 - \/l;‘ < /]a—b).

Mit den Eigenschaften des Absolutbetrages:

IVal - [Vb| < [Va— Vb < V/]a—b|
|Va| = V8 < V]a—b|
Mit a,b € IR
& [Val® = 2Val|[Vb + VB < Ja—1b]
sa+b-2VallVil < la-b

Mit der Dreiecksungleichung
lz+yl < el +yl, Vo,y e R
und negativen Werten fiir y

lz—yl <zl +1(=o)] & |z -yl <]z +y|

gilt dann
@ a+b=2val|Ve < laf+ b

Daa,b e Ry gilt
Sa+b-2a||Vh] < a+b
& =2lVal|[v] < 0
3.) Sei 0 < a < b. Man definiere induktiv a; := a, by := b
sowie a,41 := H(an, byp), buy1 := A(ay,b,). Dabei ist H bzw. A
das harmonische bzw. arithmetische Mittel.

a.) Man zeige: [an,b,] liefert eine Intervallschachtelung um G(a,b) =
Vab. (G geometrisches Mittel).

Wir kennen bereits die Ungleichung (*)
H(a,b) < G(a,b) < A(a,b)
vom Analysis Ubungsblatt 2, Aufgabe 4. Deshalb ist [a,11,bnt1] C [@n, bn)-
1 1)° 1\"
bpt1 — Gng1 < §(bn —an) < (§> (bp-1—an-1)<-.. (5) (b—a)<(b—a)

Seie >0: Ine€ IN: b, —ay, < e. Daraus folgt, da8 ([an, b,]) eine Intervall-
schachtelung ist.

N

G(an,bn) = Vapby € [ant1,bni1]

Wegen der Ungleichung (*).
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b.) Man berechne damit eine rationale Zahl z mit |\/s — z| < 13z-

Waurzeln einer positiven reellen Zahl konnen sowohl positive als auch negative
Ergebnisse haben:

1 1
- — <2
\/§+w<103 = z 103<\/_
1 1
P < — = V2< —
+v2 T < 15 \/_<103+:1:

Damit ergibt sich fiir die obere bzw. untere Intervallgrenze
1 1
- 2« —
- 153 <V2< i

Mit a := a3 =1, b:= by = 2 laflt sich somit & ndherungsweise berechnen:

1 103z — 1

— 3 _ 103,
a =z 108 BT = 10 10°z —1
_10°+1 1001
T 108 1000
1 1+ 103z 5 5
o so 2-108 -1 e 1999
T 108 T 771000
o = 2a1b1  2-2000999 4001998
27 @ +b 3000000 ~ 3000000
by = a, + by, _ §
2T T2
0 = gsi(‘ﬁi%?sg _ 12005994
mablan 3000000
8501998
® = 6000000
2-8501998-12005994
a4 = 6000000-8501998 — 47001998 — 1 414564629
— 12005994 8501998 - -
8501998 + 6000000 2’829137614

12005994 + 8501998
b4 — _8501998 6000000

B 2

Nachrechnen ergibt dann:

[V2 —1,414564629| = 3,510666269 - 10*
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4.) Sei f bzw. F,, die Fliche des dem Einheitskries ein- bzw.
umbeschriebenen n-Ecks. Man zeige: fo, = G(fn, Fr), Fon =
H(fon, Fr)-

b.) Man zeige, daf [ay,b;] mit ar = fm, by = Fpy, mit m = 281 ke IV
eine Intervallschachtelung bilden.

Behauptung: [a,bi] bildet eine Intervallschachtelung, da fiir alle k¥ € IV
ar < by, ap < ag41 und by 2> by gilt.

Beweis: Durch Induktion iiber k.

Induktionsanfang A(1)
k=1

Damit ist m = 2F+1 = 2111 = 22 — 4,

fi = d?

0
TN of TG
& 4

2a2 F4 = (27.)2

/ PN 2/’.2 a2 \ -/ =4 F4 = 4’[‘2
= fi = 272
T T

Im Einheitskreis gilt r = 1. Damit gilt, dal fy < Fy ist.

o

Induktionsvorraussetzung Gilt fiir .
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Induktionsschritt A(k) = A(k+1)
Damit ist m = 2k+H1+1 = 2. 2k+1 — ar = fm, b = Fry Gr41 =
Joms bet1 = Fomy

ak+1 < bpt

fom < Fom
“hn < pET
&1 < 2Fm
= fom + Fn
& fom+Fn < 2F,
< fom < Fn
S VimFn < Fp
& fmFm < Fp
S fm < Fn
Per Induktionsvorraussetzung gilt f,,, < F,, damit gilt aj < by.
Gk+1 2 Qf
fom 2 [m
S VimFn 2 fm
& fmFm 2 fn
S Fn 2 fm
Per Induktionsvorraussetzung gilt Fy,, > f,,, damit gilt ax11 > ag.
brt1 < bi
Fop < Fy
P < P
2fom
fsz+ Fmn s
2fom < fom + Fm
fom < Fn
fmFm < Fnm
fmPn < Fp
fm < Fnm

Per Induktionsvorraussetzung gilt f,,, < F,,, damit gilt bx11 < by

Wegen ar < bk, Ap+1 = Ak, bk+1 < b fiiralle k € IN gllt [ak+1,bk+1] C [ak,bk]
und ist damit eine Intervallschachtelung.



