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1.) In einem Wassersportverein betreibt jedes Mitglied min-
destens eine der drei Sportarten Rudern, Segeln, Tauchen.
Addiert man die Zahl der Ruderer, Segler und Taucher, so
erhidlt man 170. 58 Mitglieder betreiben mindestens zwei
Sportarten, und 88 héchstens zwei. Wieviel Mitglieder hat
der Verein, und wieviele betreiben alle drei Sportarten?

Sei
e R die Menge der Ruderer
e S die Menge der Segler
e T die Menge der Taucher

Die disjunkten Mengen M;,i =1...7 seien wie folgt definiert:

M, := R\(SUT)
My = (RNS)\T
R S M; = S\(RUT)
w My = (SNT)\R
M; = T\(RUS)

m; = |Mz|

T

Ihre Méachtigkeit sei mit m; bezeichnet.

»Addiert man die Zahl der Ruderer, Segler und Taucher, so erhilt
man 170%

|R|+|S|+|T]| =170

& | MiUMoUM4UMs | + | MoUM3UMsUMg | + | MyUMsUMgUM; =170
S (| M|+ | M|+ | My|+|Ms|)+ (| My |+ | M|+ | Ms|+|Mg|)+

(| My |+ | Ms |+ | M|+ | M) =170

& (m1+me+ma+ms) + (me +ms + ms +mg) + (Mg +ms +me +me) =170

& mi1 + 2mgy + m3 + 2my + 3mg + 2mg + my =170

»98 Mitglieder betreiben mindestens zwei Sportarten...*

|M2UM4UM5UM6| :58
-~ |M2|+|M4|+|M5|+|M6| =58
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== mo + Mg + ms + Mg =58

s.-. und 88 hichstens zwei*

|M1UM2UM3UM4UM6UM7| =88
S | M|+ | M|+ | Mg |+ | My|+ | Mg |+ |M;| =88
= m1 +ma +m3 +mg + Mg + My =88

Zusammenfassend also:

mi + 2mg +m3 + 2myg + 3ms + 2mg + my; = 170
mo +my +ms +meg = 58
mi+ma+mg+mg+mg+my; = 88

(i) Damit 1&8t sich die Anzahl der Personen bestimmen, die alle drei Sportarten
ausiiben:

my + 2my + m3 + 2my + 3ms + 2me + my =170
& mg +my + 3ms + mg + (my + ma 4+ mz +my +mg +my) =170

Mit m1 4+ ma + m3 + my4 + mg + m7 = 88 ergibt sich:

ma + myg + 3ms + mg + 88 =170
= ma + mq + 3Ims + mg =82
& 2ms + (Mo +mg +ms +me) =82

Mit mo + m4 + ms + mg = 58 ergibt sich:

2ms + 58 =82
< 2ms =24
=4 ms =12
Die Anzahl der Personen, die genau drei Sportarten ausiiben ist somit 12.

(ii) Damit 148t sich die Anzahl der Personen bestimmen, die genau zwei Sport-
arten ausiiben:
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Aus den Zwischenergebnissen von (i) weifl man:

mo +mg+3Ims+mg = 82

Auflerdem weifl man, dafl ms = 12.

mo+myg+3-124+mg =82
& mo+myg+ 36+ mg =82
= mo + my + Mg =46

Die Anzahl der Personen, die genau zwei Sportarten ausiiben ist somit 46.

(iii) Auflerdem 148t sich die Anzahl der Personen bestimmen, die genau eine
Sportart ausiiben:

my + 2ma + ms + 2my4 + 3ms + 2me + my =170
& mi+m3+ms +mr 4+ 2ms + 2my + 2ms +2mg = 170
& my+mz+ms+mr+2-(me+my+ms+mg) =170

Mit ma 4+ my4 + ms + mg = 58 ergibt sich:

mi+ms+ms+mr+2-58 =170
= mi +ms +ms +my =54

Mit ms = 12 ergibt sich:

mi+ms+12+my; =54
=+ my1 + ms +mry =42

Die Anzahl der Personen, die genau eine Sportart ausiiben ist somit 42.

(iv) Insgesamt 1éBt sich somit die Anzahl der Personen in dem Verein bestim-
men:
42 Personen, die genau eine Sportart in dem Verein ausiiben
+46 Personen, die genau zwei Sportarten in dem Verein ausiiben
+12 Personen, die alle drei Sportarten in dem Verein ausiiben
100 Personen in dem Verein.
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(v) Zum Uberpriifen lassen sich auBerdem die folgenden Summen bilden:

» D8 Mitglieder betreiben mindestens zwei Sportarten...“

46 Personen, die genau zwei Sportarten in dem Verein ausiiben
+12 Personen, die alle drei Sportarten in dem Verein ausiiben
58 Personen mit mindestens zwei Sportarten

45.. und 88 hochstens zwei
42 Personen, die genau eine Sportart in dem Verein ausiiben
+46 Personen, die genau zwei Sportarten in dem Verein ausiiben
88 Personen mit hochstens zwei Sportarten.

2.) Bei einem Tennisturnier mit k-Spielern spielt jeder ge-
gen jeden. Es sei S, die Anzahl der Siege, N, die Anzahl der
Niederlagen des Spielers e. Man beweise >.F_ 52 = Y% N2

Wenn zwei Gegner Tennis spielen, gewinnt immer genau einer, der andere ver-
liert. Daher gilt

Jeder Teilnehmer spielt (k — 1) Spiele. Damit ergibt sich

Se = (k-1)-N,

S? ist somit definiert als

8? = (k=1)=N)((k=1) = N)
(k—1)> = (k —1)N, — N.(k — 1) + N?
= (k-1 -2(k—1)N. + N?

Die Summe iiber alle Spieler lisst sich daher schreiben als

k k k k
382 = Y (k-17-2(k=-1)Y Ne+)» N’

e=1 e=1

k
= k(k—1)2—2(k+1)@+2N3

k
= k(> -2k+1)— ((k—1)(k* — k) + > N’
e=1
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k
= B2 +k-F+E +F—k+) N

e=1

k

> N:

e=1

q.e.d.

3.) Sei A(n) die Aussage: n? < 2"

(i) Fiir welche n € IN gilt: A(n) = A(n+1)?

Behauptung:
A(n) = A(n +1) gilt fiir allen > 2 € IN.

Beweis:
A1) 12<2t 1<2
A(2) 22<2?2 4<4 -
AB) : 32<22 9<8 -
A4) : 42<2t 16<16 —
A(B) : 52<25 25<32
A(6) 62<25 36<64
also
n | A(n) | A(n+1) | A(n) = A(n+1)
1 wahr falsch falsch
2 | falsch falsch wahr
3 | falsch | falsch wahr
4 | falsch wahr wahr
5 wahr wahr wahr
> 5 | wahr wahr wahr

Fiir alle n > 5 € IN ist A(n) immer wahr. Beweis siehe (ii). Damit gilt das
gesagte.

(ii) Fiir welche n € IN ist A(n) richtig?

Behauptung:

Yin>5)Vv(n=1)€IN : n*<2"

Durchfiihrung:

Induktionsanfang siehe (i)
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InduktionsschluB8 A(n) = A(n+1) Vn>5€ N

(n+1)? < 2t

(n+1)-(n+1) < 2"t

n+2n+1 < 2-27
n*+@2n+1) < 2"+ (2"

Aus dem Induktionsanfang folgt, dafi n? < 2" Vn > 3 € IN.
Zu zeigen bleibt, dafl 2n + 1 < 27", damit die Gesamtsumme kleiner ist als
2(n 4+ 1)

Induktionsanfang Sei A'(n) die Aussage 2n + 1 < 2™.

A1) : 2-141<2t 3<2 —
A'(2) @ 2-241<2? 5<4 -
A(3) @ 2:341<2% 7<8
A'(4) 2-44+1<2* 9<6 /

Induktionsschlufl A'(n) = A'(n+1) Vn>3€IN

2n+1)+1 < 27t
2n+2+1 < 2.2"
2n+1+(2) < 2"+ (2"

Aus dem Induktionsanfang folgt, dafl 2n + 1 < 2.
Auflerdem gilt 2 < 2™ fiir allen > 2 € IN.
Damit gilt 2n + 1 < 2" fiir alle n > 3 € IV.

Damit gilt n? + (2n + 1) < 2™ 4 (2") fiir alle n > 4 € IN.
Damit gilt n? < 2 fiir alle n > 5 € IN und laut Induktionsanfang auch
firn=1.

g.ed.
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2n+1

4.) Man beweise: (1+z)-...-(1+2%) ==—— (z#1)

Behauptung: Der Author des Ubungszettels hat ein ~ in seinem TEX-Code ver-
gessen, da

a.)
n of _ 1_:L.2n+1
[lo+e) = 556D
...=\frac{1-x"{2{n+1}}}{1-x}...

nicht 16sbar ist, wohl aber

b.)
o o 1 —-$2n+1
[lo+a) = 54y
...=\frac{1-x"{2"{n+1}}}{1-x}...

Beweis:

a.) Behauptung
. ; 1 — g2t
[Ta+2*) #
=0
Zum Beispiel z :=2, n =2

2

[Ja+2*) = a+2)-@+2%)-a+2=
Tasr = 255
1 — 922+ 1-2°
-2~ 1-2
-31
T
255 # 31

Damit gilt das gesagte.
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b.)
n . 1— ontl
[[a+s*) = =5 @z
i=0
. B i gt
Induktionsanfang A(0) = il:lo(l +2?) = 52—
1—22"
1 2° =
1+z%) T
1— 22"
1 hy =
(1+2%) T2
1—22
1 =
+x T
e _ o) ()
1—=x
142 = 14z

Induktionsschlufl A(n) = A(n+1) Vn>0€ INg

n+1 o(n+1)+1
i 1—2z
[[a-) = =%
i 1—2z
on n i 1—.(13'2n+2
1+ [[a-2") = —F—
1=0

Mit der Induktionsvorraussetzung gilt:

nt1 n+2
at1, 1 —22 1— g2
(1+2>)- =
1—z 1—z
gn+1 gn+1 gn+2
I42*")-1-2*") _ l-z
1—z 1—z
1 _ ($2n+1)2 — 1 _ $2n+2
1 _ (m2n+1 . $2n+1) 1 _ :L.2n+2
1 _ x2n+1+2n+1 _ 1 _ m2n+2
1— $2n+2 - 1 on+2

q.e.d.



