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1.) Sei f : [a,b] — IR eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a, b].
Man zeige: Es gibt z, € [a,b] mit f(zo) = o

Der Fixpunktsatz besagt, dafl jede stetige Funktion in einem Intervall [a, b] mit
einem f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder umgekehrt) mindestens eine Nullstelle be-
sitzt.

Gegeben sei also eine Funktion

g9(z) := f(z) — =, = € [a,b]

Diese ist ebenfalls stetig in [a, b]. Existiert eine Nullstelle g(z¢) = 0, so gilt an
dieser Stelle wegen

g(wo) = f(w0) —x0 = 0= f(z0) — o

das gesuchte f(xo) = wo.

Fiir alle z € IR gilt f(z) C [a,b]. Also gilt
fla)—a > 0
Damit hat man wieder zwei Félle:
e In dem Fall, daB g(a) = 0 gilt, ist das gesuchte zg := a.
e In dem Fall, daf§ g(a) > 0 gilt, ergibt sich wegen f(b) < b
g)=f(b)—-b < 0
Dann mufl man wieder unterscheiden:
1. g(b) = 0: Damit ist das gesuchte zy := b.
2. g(b) < 0: Damit existiert aufgrund der Stetigkeit der Funktion und des

Zwischenwertsatzes eine Nullstelle in dem Intervall [a,b]. An dieser
Stelle ist g(xzo) =0

Also existiert in dem Intervall [a, b] mindestens ein Punkt zg, an dem f(zo) = zo
gilt.

Damit wire auch der Fixpunktsatz beweisen ;-)

2.) Sei I = [0,1] und f : I — IR definiert durch f(x) :=

r firzelnQ
{ 1—z fiir c € I\Q
stetig, nimmt jedoch jeden Wert zwischen f(0) = 0 und
f(1) =1 an.

a.)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist eine Funktion stetig, wenn es zu je-
dem e > |f(z) — f(2o)] ein § > |& — x| gibt, mit £, > 0. An der Stelle zo := %

1

Man zeige f ist nur an der Stelle z = ;
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gilt nun f(zo) = 3, da 3 € Q gilt.

Fiir € ergeben sich vier Falle:

1. z € QNI Damit ist f(z) = z, und fiir € gilt:

e <

2. z € Q\/ Damit ist f(y) =1 — y, und fiir € gilt:

1 1
l—2z)—=|=|z—
e < ‘( z) 2‘ ‘2 x
Wegen |% - a:| = |x - %| besitzen beide Fille das gleiche €.
Fiir 6 muf
1
5 _Z
> |z 2‘
gelten.

Also kann fiir § := ¢ angenommen werden. Damit existiert ein §. Damit ist
die Funktion nach Bolzano-Weierstrass stetig.

Behauptung: Die Funktion f(z) ist nur an der Stelle § stetig.

Beweis (durch Widerspruch): Angenommen, es gibt ein y # %, an dem die
Funktion stetig ist.
Fiir 2o := y #  gilt einer der beiden Fille

1.zeQnNI, y e QNI Damit ist f(y) = y, und fiir € gilt:
e < |z—y|
2. 2 € Q\I, y € QNI Damit ist f(y) =1 —y, und fiir £ gilt:
e < [A-2)—yl=1-(z+y)
3.2€QnlI, y e Q\I Damit ist f(y) =y, und fiir € gilt:
e < Jp-(1I-yl=[z+y) -1=1-(z+y)
4. z € Q\I, y € Q\I Damit ist f(y) =1 —y, und fiir ¢ gilt:

e < [A-2)-(0-yl=lz-yl=ly—zl
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Versucht man fiir alle Félle ein gleiches € zu finden
lz—yl = [1-(z+y)
so erhélt man vier Félle:

l.z>y, 1> (z+y):

z—y=1—(z+y) & z-y=1l—-2—y
& 2x=1
o 1
73
2.z>y, 1< (x+vy):
z—y=(@+y) -1 & z-—y=z+y-1
& —2y=-1
- 1
Y=3

.z<y, 1> (x+vy):

y—xz=1—(z+y) & y—z=1—z—y
& Y=
o 1
Y73
4. z<y, 1< (x+y):
y—z=(z+y)-1 & y—z=z+y—1
& —2r=-1
1
& z==
In allen vier Fillen ergibt sich, daf§ entweder z = 1 oder y = 1 gelten

muf}, damit das e eindeutig bestimmt ist.§

Damit kann an der Stelle y # % das € nicht eindeutig bestimmt werden, somit
kann auch kein § gefunden werden, also ist die Funktion dort nicht stetig.

q.e.d.

b.)
Behauptung Fiir jede Zahl y € [0, 1] existiert ein f(z) =y.

Beweis Es existieren insgesamt zwei Fille:
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1. Fall, y € INQ In diesem Fall ist f(y) = y.Insbesondere ist 0 € Q und
1 € Q daher existieren f(0) =0 und f(1) = 1.

2. Fall, y € I\Q In diesem Fall existiert ein f(y) = 1—y mit f(y) € [0,1].
Da

l—y=—@-1)=—(y+(-1)

gilt, mufl aufgrund der Abgeschlossenheit von QQ bezueglich der Ad-
dition 1 — y ebenfalls ausserhalb von Q liegen.

Deshalb gilt, dafl
fl—y) = 1-(Q-y)=1-1+y=y
ist, somit bildet die Funktion also auch auf y ab.
q.e.d.

3.) Man bestimme alle stetigen Funktionen f und g, die
folgenden Funktionalgleichungen geniigen.

i) f: R— R mit f(zx+y) = f(z)+ f(y) fiir alle z,y € R.
Dies sind alle Polynome ersten Grades in der Form

f(z) = az,a€lR
da fiir diese aufgrund der Distributivitét in IR gilt

flx4+y)=alz+y) = az+ay
flx)+fly) = az+ay

und somit
flz+y) = flx)+ f(y)

ii.) g: R>o — R mit g(zy) = g(z) + g(y) fiir alle z,y € R0
Dies sind alle Funktionen der Gestalt

fl@)=Ilnzx
da fiir diese
fley)=lnz-y = Inz+iny
f@)+fly) = Inz+iny

gilt.
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4.) Der radioaktive Zerfall einer Substanz werde beschrie-
ben durch y = yye *'. Dabei mif$t ¢ die Zeit, 1, ist die Menge
der Substanz zum Zeitpunkt ¢t = 0, y = y(¢) die Menge der
Substanz zum Zeitpunkt ¢ > 0, k eine positive Konstante.
Man zeige, dafl die Halbwertszeit 7, in der eine Substanz y
auf die Hilfte y/2 abnimmt, unabhéingig von y ist.

Mit y(t) := yo/2 ergibt sich

Yo —kt Yo —kt
— = =3 _— =
2 Yoe 20 €
1
okt
1
In- = —kt
"3
Ini
& ——2=t
k

Da ln% ~ —0,69... ist, existiert ein Zeitpunkt, an dem die Menge der Substanz
auf die Hilfte zerfallen ist.

Fiir jeden beliebigen Zeitpunkt ¢ gilt ausserdem fiir y(t + z) = y(¢)/2

y(t) y(t)e R+ o y(t) B )

2 2y(t)
1 _ —kt
=4 5 =e
1
& ln§ =—k(t+12)
o My,
k = X

Da ln% ~ —0,69. .. ist, existiert ein Zeitpunkt, an dem die Menge der Substanz
auf die Hilfte zerfallen ist.

Somit ist die Halbwertszeit unabhéngig von y.



