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1.) Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe
> a,z" fiir die Fille

n=0
a.) ap,=n°, (s€Q)

Mit Hilfe des Quotientenkriterums ergibt sich:

any12" (n4+ 1) (n—l—l)sz_ n+1 sz
ap2™ a nszn B ns B n

Wegen

im (2E1) 2 g

n—oo n B
gilt

n+1
lim %1% _

n—o0  Ap"

Damit konvergiert die Reihe, wenn z < 1 ist, damit ist der Konvergenzradius 1.

b.) a, = 7, (geC)
Mit Hilfe des Wurzelkriteriums ergibt sich:

Van" = Vg = "z
Also muf

n 1
"z2<1l & z<—
qn

gelten, damit die Reihe konvergiert. Also ist der Konvergenzraduis lim an
n—oo

c.) ap, = (”TH)"2, nelN

Mit Hilfe des Wurzelkriteriums ergibt sich:

) 1 n? 1\"
o = (n+ > I (n+ > p

n n

Wegen

ist
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Also muf}
1
ez<1l & z<g

gelten, damit die Reihe konvergiert. Also ist der Konvergenzradius %

2.) Fiir n € IN sei a, = Eﬁ) Man zeige, dafl Z a, konver-

gent ist, nicht jedoch das Cauchy-Produkt dleser Reihe mit
sich selbst.
Es gilt
. 1
mm
n—o0 \/n + 1

Daher bilden die Folgenglieder eine Nullfolge, aulerdem ist die Reihe alternie-
rend, daher konvergiert sie nach dem Leibnitzkriterium.

n
Fiir das Cauchyprodukt iiber Y aga,—j gilt
k=0

Z k - (_l)n—k
—VE+1T Vnt+l-k

Wegen
(k+1)=(n+1) falls n=k
(k+1)<(n+1) falls n>k
m+1—k)=Mm+1) falls k=0
m+1—-k)<(m+1) falls k>0
und

1-1 =1 falls k gerade, n gerade
(DRt = (—1) - (—1) =1 falls k ungerade, n gerade

- (—1) = —1 falls k gerade, n ungerade
—1) - 1 = —1 falls k& ungerade, n ungerade

gilt fiir n > 2

Z ) (=nn* S X": (=" (=" Z 1k
=VE+L Vn+1l-k vn+l Vn+l - n+1
+1 +1 n+1
n+1 n+l n+1

~~

n+1 mal
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Damit ist dieses Cauchyprodukt fiir n > 2 grofler als 1. Damit existiert eine
Moglichkeit das Cauchyprodukt zu bilden, so dafl das Ergebnis grofler als 1 ist.
Damit konvergiert die urspriingliche Reihe nicht absolut.

q.e.d.

3.) Seien q,b,c komplexe Zahlen, ¢ #0,—1,-2,....

a.) Man zeige, dafl die hypergeometrische Reihe F(a,b,c;z) =1+ %bz—l—
a(a+1)b(b+1) 2 + a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 3 +--

Ac(ctl)  ? 31c(cH1)(c+2) Z
genzradius 1 hat und diskutiere die Ausnahmefille.

im Allgemeinen den Konver-

Mit dem Quotientenkriterium errechnet sich fiir ap41/an

a(a+1)-....(a+n)(a+n+1)b(b+1)-...-(b+n) (b+n+1) gl
(n+1)le(c+1)-...-(c+n)(c+n+1)
a(a+1)-...-(a+n)b(b+1)-....(b+n) on
nle(c+1)-...-(c+n)

a-...-(a+n)a+n+1)b-...-(b+n)b+n+1nle(c+1)-...- (c+n)z"*!
B m+Dle(c+1)-...-(c+n)(c+n+1a-...-(a+n)b-...- (b+n)z"
_a-...-(a+n)a+n+1)b-...-(b+n)b+n+Dnle(c+1)-...- (c+n)z"!
B a ...-(a+n)-...-b+n)n+Dle(c+1)-...- (c+n)(c+n+1)z"

(a+n+1)(b+n+1)z (n+a+1)(n+b+1)

n+1(c+n+1) — m+Dn+c+l)

Da fiir
lim (n+a+1)(n+b+1): lim (n+a+l) (n+d+1) - 11-1

gilt, gilt auch

lim (n+a+1)(n+b+1)z = z
n=oo  (n+1)(n+c+1) N

Damit die Reihe konvergiert, muf} also z < 1 gelten, also ist der Konvergenzra-
dius 1.

Setzt man hingegen fiir ¢ oder b Werte der Menge
{—n|n e INo}
ein, so ergibt sich im Zahler der Briiche irgendwann der Faktor
(@+la))=0 v (b+1p)=0

so dafl das Produkt mit ihnen 0 ergibt. Diese Reihen konvergieren unabhéngig
von z, ihr Konvergenzradius ist daher unendlich.
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b.) Man stelle die geometrische Reihe, die Logarithmusreihe L(z) und
die Binomialreihe B,(z) durch F(a,b,c;z) mit geeignetem a,b,c dar.

Die allgemeine Potenzreihe sei definiert als

oo

S o

n=0

o

Geometrische Reihe: G(z) := ) z* Die Geometrische Reihe ist definiert als

k=0

Gr)=1+2+22+22+2"+...

Dies bedeutet, dafl alle a,, = 1 ergeben miissen. Mit a = b = ¢ = 1 ergibt
sich fiir a,:

Cala+1)-(atn—1)bb+1)---(b+n—1) _ 1:2---p-1-2-.

-n nln!

n = 1-2--nc(c+1)---(c+n—1) T 1-2--m-1-2---

Daher 148t sich die geometrische Reihe mit a = b = ¢ = 1 durch die
hypergeometrische Reihe ausdriicken.

o0
Binomialreihe: B,(z) := 3 (?)z" Die Binomialreihe ist definiert als
n=0

s(s—1) 4 s(s—l)(s—2)$4+‘”

s
Bs(:c):1+1x2+ ) T 2.3

s(s—l)~~~(‘s—n+1)

Dies bedeutet, daf} alle a,, = sein miissen. Mit a = s —n +

1, b = c =1 ergibt sich

ala+1)---(a+n—-1bb+1)---(b+n—-1)
1-2--n-clc+1)---(c+n—-1)
(s—n+)(s—n+1+1)---(s—n+1+n—-1)1-2---n
1-2--m-1-2---m
(s—=n+1)(s—n+2)---sn!
nln!
s (s—n+2)(s—n+1)
n!

an =

Daher 148t sich die Binomialreihe mit a = s —n+ 1, b = ¢ = 1 durch die
hypergeometrische Reihe ausdriicken.

o0 n—1
= > %m” Die Logarithmusreihe ist definiert
n=1

Logarithmusreihe: L(z)

als

z It oz
L(m)zm—$—+———+——...
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Dies bedeutet, daf} alle a,, = %w ergeben miissen. Mita=b=1,¢c =2
und ergibt sich fiir a,,:

0 = a(@+1)---(a+n—-1)bb+1)---(b+n—-1) 1-2---n-1-2---n
"o 1-2--n-cle+1)---(c+n—1) - 1-2---n-2-3---n-(n+1)
nin! 1

nnl(n+1) n+1

AuBerdem ist (— /zz)" = (=1)"/znz™ = (—1)"zz™ = (=1)"a"1.

Damit 148t sich die Logarithmusreihe mit a = b =1, ¢ =2, z = — ¢z
ausdriicken.

4.) Berechnung der Fibonacci-Zahlen f,:

a.) Die Potenzreihe f(z) := Zo frnt12™ hat den Konvergenzradius 1/g; (g = 1+2\/§) .
n=

Nach dem Quotientenkriterium gilt

fnyr2™H _ fan ;
Snz™ fn
Da fiir Fibbonacci-Zahlen
lim f n+1 —
n—oo

n

gilt (Aufgabenzettel Blatt 7, Aufgabe 3iii), gilt

lim fn+1z"+1

n—00 fnz"

= gz
Fordert man gz < 1 so erhilt man z < ;. Damit ist der Konvergenzradius ;.

b.) Fiir |z| < 1/g gilt: (1 — 2 —22)- f(2) = L.
(1 — z — 2?) f(2) 14Bt sich ausdriicken als

f(2) = 2f(2) = 2f(2)
Wobei die unendlichen Reihen wie folgt aussehen:

f(Z) : fl+f2z+f322+f423+f524+...
2f(2) 1 fiz+ fo2P + fa2 4+ ft 4 f525 4
ZZf(z) : f1Z2+f2z3—|—f3z4—|—f4z5+f536+___
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Da fiir |2| < % die Reihe absolut konvergiert, gilt in ihr Kommutativitét:

A=—2=20f(2) = fi+for+fa2+fu2P+ fs2t +... = fiz — fo2? — a2 — fuzt — fs2° — ...
—f12° — f22® — fy2t — f12® — 525 — ..

= fi+ faz— fiz+ f32° — f227 — f122 + fa2® — f32° — o2 + fi2t — fart — f32t 4+
Mit den Eigenschaften der Fibbonacci-Zahlen gilt
= fi+ fozr— fiz+ f122 + f222 - f2z2 — f122 + f223 + f3z3 - f323 - f223 + f324 + f4z4 — f42§4 - ...

Dabei fillt auf, daB sich die einzelnen Folgenglieder gegenseitig aufheben, tibrig
bleibt nur fi + faz — fiz, mit fi = fo =1 gilt somit

1-2z-2")f() = 1

c.) Mittels Partialbruchzerlegung von ﬁ berechne man die Po-

1—

tenzreihe von f und daraus durch Koeffizientenvergleich f, = % (g""‘l + (g_"lJr): ) .



