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1.) Priifen Sie, ob folgende Mengen G mit der Verkniipfung
* Gruppen sind:

a.) G:=R,

Behauptung: G ist keine Gruppe, da die Assoziativitit der Verkniipfung nicht
gegeben ist.

rxy:=3x+4y

(zxy)xz = 3(3z+4y)+4z
= 9z + 12y + 4z
zx(yxz) = 3z+4(3y+4z2)

= 3z + 12y + 162

Zum Beispiel z :=0, y :=0, 2z :=1:

9-0+12-0+4-1 9-04+12-04+16-1
=4 =16

Damit gilt das gesagte.

. zty
THY = Ly

b.) G:={ze€ R||z| <1},

Behauptung: (G, %) ist eine Gruppe, da Assoziativitit gegeben ist, das neutrale
Element 0, und das inverse fiir alle x € G = —z und fiir alle y € y = —y ist.

Assoziativitéit ist gegeben:

z+y y+z
ey + 2z x + Ttyz
(w*y)*z:l e . - =Tx(y*z)=
+ 1+wyz + m1+yz
Tty z(1+zy) 14yz y+z
_ 14zy + 1+zy 1+yz$ + 1+yz
14y z+y 1+yz y+z
14+zy + 1+zyz 14+yz + m1+yz
z+y+z(1+zy) (14+y2)zt+y+=
_ 1+zy 1+yz _
T Leyterdy:  Lhwate(yta)
1+zy 1+yz

_r+y+z(1+zy)

1+yz)r+y+2z

14 zy+zz+tyz
_TH+y+ztayz

1+yz+a(y + 2)
rT+y+z+ryz

S l4zy+zztyz

l4+zy+z2+yz
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neutrales Element Das neutrale Element ist 0.

Linksneutralitiat y :=0

z+0 E—m

1+z-0 1
Rechtsneutralitit = :=0

0+y _ oy _

1+0.y 1 Y

inverses Element Das inverse Element ist —x bzw. —y.

Linksinvers y := —z
T—x _ 0 0
1+z-(—z)  1—22
Rechtsinvers z := —y
_—yty 0
1+(-y)-y 1—y2

Damit gilt das gesagte.

G:=Rx Ry, ((s,a) * (¢, b)) := (s + at, ab)

Behauptung: (G, %) ist eine Gruppe, da Assoziativitit gegeben ist, das neutrale

Element (0,1), und das inverse fiir alle (s,a) € G = (— £,1) und fiir alle

(t,b)=(—£%, 1) ist.
Assoziativitit ist gegeben
((s,a) * (¢, b)) * (u,¢) = (s+at,ab) * (u,c)

= ((s+at) + (ab)u, (ab)c)
= (s +at + abu,abc)

(s,a) * ((t, b) * (u,c)) = (s,a) * (t + bu, bc)

= (s+a(t+bu),a(bc))
= (s+ at+ abu,abc)
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neutrales Element Das neutrale Element ist (0, 1).

Linksneutralitit (¢,b) := (0,1)

(Saa)*((]:]-) = (5+a'07a'1):(37a)
Rechtsneutralitédt (s,a) := (0,1)
(071)*(t5b) = (0+1't71'b):(tab)

inverses Element Das inverse Element ist (—%, —) bzw. (—%, %)

Rechtsinvers (s,a) := (_%, %)

t 1 t 1 1 t tb
(_5’E>*(t’b) = (—5"‘5'@3'5)—(—54'5;5)—(0;1)

Damit gilt das gesagte.

2.) Stellen Sie die Gruppentafel der symetrischen Gruppe
S(3) auf, bestimmen Sie alle Untergruppen. Zeigen Sie, daf3
S(3) nicht abelsch ist. Schlieflen Sie daraus, dafl auch jede
S(n) mit n > 3 nicht abelsch ist.

S(3) enthilt die folgenden 6 Abbildungen:

a(113) (3 13) oo(:
a(112) o= (3 11) 5-(3

Die Gruppentafel der symetrischen Gruppe S(3) sieht wie folgt aus:

W N NN
- N — N
O Lo W W
NN W N
— o W

~_

[ o [las [bs|cs |ds[es]fs]
az || az | b3 | c3 |ds |e3 | f3
by || b3 |a3 | f3|e3 |d3|c3
c3 || c3 |ds|es| fa|as|bs
d3 || ds | c3 |bs|as| fs]es
es || es | fa|as | b3 |c3|ds
fa| fa|es|ds|c3|b3|as
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Die sechs Untergruppen sind:

(s 3) 0

—_— W N
=
N—
/N
W =
- N
N o
S~
H,_/

N Wy =

2 1 1 2
2 2 3 1
1 2 3 1 2 3
1 2 3/)’\1 3 2
1 2 3 1 2 3
12 3)/)'\3 21
1 2 3 1 2 3
1 2 3/)°’\2 1 3
1 2 3
1 2 3
Die Gruppe ist nicht abelsch, da sie die Abbildungen
(1 23 (123
“=\2 31 371 3 2

enthilt. Mit Thnen ergibt sich fiir ¢3 o d3 und dsz o ¢3

12 3 12 3
c3°d3:(3 2) d3°c3:(2 3 1)

Damit ist S(3) nicht abelsch.

=N

Behauptung: S(n) ist nicht abelsch fiir n > 3.

Beweis per Induktion tiber n.

Induktionsanfang n := 3

A(n): Siehe oben.
Induktionsschritt A(n) = A(n +1)

Da S(n + 1) die Menge aller Permutationen ist, enthilt sie auch die Ab-
bildungen

. 1 --- n n+1 dori = 1 -~ n n+1
=\ e,(1) - en(n) n+1 T Z U dy(1) - da(n) n+1
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Nach Induktionsvorraussetzung unterscheiden sich die ersten n Elemente
der Abbildungen ¢, 11 0dy, 41 und ¢p41 © dpt-1- Damit hat sie verschiedene
Ergebnisse, damit ist die Verkniipfung o nicht kommutativ, damit ist die
Gruppe nicht abelsch.

q.e.d.

3.) Sei G eine Gruppe mit Einselement e, in der a? = e gilt
fiir jedes a € (. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

Bekannt sei ea = a = ae, a~'a = e = aa™!, (ab)c = a(bc) und (ab)~! = b~ta"1L.
Wegen a? = aa = e fiir alle a € G gilt auch a~la™! =e.

Um zu beweisen, dafl G abelsch ist, bendtigt man noch die Aussage dafi

a~ ! =a.

a=ea=(a"taNa=a"a"ta) =a"tle=a

Also gilt somit @ = a—!.

Nun 148t sich zeigen, dafl G' abelsch ist:

ab = (ab)™?
— b—la—l

= ba
Somit gilt in G ab = ba, also ist G abelsch.
4.) Priifen sie, ob folgende Abbildungen Homomorphismen

von Gruppen sind, und bestimmen Sie gegebenenfalls die
Kerne dieser Abbildungen.

1. G := R? und H := R mit den iiblichen Additionen in R? und R und
fR2—= R, f(z,y):=uzy.

f ist ein Homomorphismus, wenn gilt
flgr+92) = flg)+f(g2), Vg1,92€G

Die g; sind definiert als

Ti1
9i = (z), Zi1, T2 € IR.

T2
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Damit

oo =s((o) () #((0) + () = s+ 0
(G (Ge) o (G2)
(T11 + T21) - (T12 + T22) (211 - T12) + (T21 - 22)

Zum Beispiel: 211 := 1, z12 :=1, T2 :=1, T29 :=1

(14+1)-(1+1) (1-1)+(1-1)
2.2 1+1
4 # 2

Damit ist f kein Homomorphismus.

2. G := R? und H := R mit den iiblichen Additionen in R? und R und
f-RP—> R, f(r,y):=2+uy.

f ist ein Homomorphismus, wenn gilt

flgr+92) = flg1)+f(92), V91,92 €G
Die g; sind definiert als
gi = (x“>; Zi1, %2 € IR.
Zi2

Damit

sora=1((0)+(2)) () + () =0+ s
HGarem)) (Ge)+e(G2)

<

(z11 + Z21) + (T12 + 222) (z11 + z12) + (221 + T22)
T11 + T21 + 12 + T22 T11 + T12 + To1 + Ta2
T11 +T12 +T21 +T22 = 11+ T12 + To1 + T22
Damit ist f ein Homomorphismus. Das Einselement von H ist 0. Fiir x = —y

bzw.y = —z gilt z+y = 0. Den Kern bildet also eine Diagonale mit der Steigung
—1, die im 2. und 4. Quadranten verlduft und durch den Ursprung geht:
Y
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3. G = H irgendeine Gruppe, g € G ein festes Element und f(z) :=
~1
gzg

f ist ein Homomorphismus, wenn gilt

fzy) = f@)fly), Vz,yel

Ist g das gleiche feste Element in allen drei Abbildungen, so ergibt sich:

flzy) = gzyg™  gzg~' gyg = f(2)f(y) =
gz(99 " yg™"' =
gregyg ' =

gzyg '

Damit ist f ein Homomorphismus.

Der Kern dieser Abbildung ist das Einselement;:
fleg) = geag™

= gg!

Da G = H gilt, gilt auch eg = ep. Eine andere Moglichkeit wiire g~'g als Kern,
dies ist jedoch genau gleich eq.



