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1.) Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und 0 das Null-
element in V. Zeigen Sie fiir c € K, v € V: a0 =0, Ov =
0, v+ (—=1)v =0, a'(aw) = v, falls a # 0.

Fiir einen Vektor v := (z1,...,2,) € K" gilt:

a0 =a(0,...,0) =(a-0,...,a-0)=(0,...,0) =0

Oov=0-(z1,...,2,) =(0-21,...,0-2,) =(0,...,0) =0

v+ (=Dv=(21,...,2n) + (=1)(@1,-- -y Zn) = (T1,-- -, 2p) + (=1 -21,...,—1-2,)
=(21,..-yZn) + (—21,...,—2Tp) = (£1 — Z1,. .., Zpn — Tp) = (0,...0) =0
a Haw) = a Ha(@1,...,on)] =a Ha - z1,...,a- T,)
=(ata-z,...;,atvazy) =1 21,...,1-2,) = (T1,...,Tp) =0

2.) Seien U, V, W Vektorrdume iiber dem Koérper K. Geben
Sie einen linearen Isomorphismus (Ua V)W = U (Ve W)
an.

3.) Sei K ein Kérper und ¢ : K" — K eine lineare Abbil-
dung. Zeigen Sie, dass es Skalare a,,...,a, € K gibt, so dass

fir alle z = (z1,...,2,) € K" gilt: ¢(z) = Y a;x;.
i=1

Eine Abbildung ist linear, wenn gilt

i) p(u+v) = o) + ()

ii.) p(Au) = Ap(u)

Behauptung: Nach der zweiten Eigenschaft gilt mit A := 0 : ¢(0-u) =
0-p(u) & p(0)=0= znj a; - 0 Fiir den Nullvektor lassen sich somit beliebige
Werte fiir a; € K einsetzz:eln. Fiir alle anderen Vektoren lassen sich Werte aus K

finden, so dal p(x) = 3 a;z; gilt.

i=1
Beweis: Per Induktion iiber die Anzahl m von 0 verschiedener Komponen-
ten in x:

Induktionsanfang m :=1
Wenn fast alle z; = 0, und nur ein z; # 0, so besitzt dieses im Korper
K ein multiplikatives Inverses a:;l. Wihlt man fiir a; nun go(m):c;l, s0 ist
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die Summe
n
Zaiazi =a1-0+a2-0+...4a;-z;+...+a,-0=a; -z, :go(x)a:j*lxj = p(z)
i=1
p(z) € K, a:j_l € K, wegen der Abgeschlossenheit von (K, -) liegt auch

cp(w)wj_l in K, damit existiert ein a; € K welches die gewiinschten Eigen-
schaften erfiillt.

Induktionsschritt A(m) = A(m +1)
Ein Vektor z 148t sich auch als Summe von Vektoren (z1,0,...,0) +
(0,22,0,0...,0)+...+(0,...,0,z,) schreiben.
Wegen der Eigenschaft i.) von linearen Abbildungen muf3

cp((:cl,O,...,0),+(0,w2,0,0...,0)+...+ (0,...,0,wn))
somit gleich

go((xl,O,...,O)) +<p((0,:1:2,0,0...,0)) +...+cp((0,...,0,;vn)) (%)

sein.
Fiir jede Abbildung ¢ in der Zeile (*) existiert per Induktionsvorrausset-

zung ein a; € K, sodaB a;-(0,...,z;,...,0) :cp((O,...,xj,...,O)) gilt.

Damit existieren Skalare aq,...,a, € K, so daf} fiir alle x = (21,...,2,) € K™

p(z) = z a;T;
i=1

gilt.

g.e.d.

4.) Seien G;, H;(i = 1,2, 3) abelsche Gruppen. Die Gruppen-
homomorphismen f;, g;,h;(i = 1,2,3) moégen die folgenden
Eigenschaften haben:

G]_ g1 G2 92 G3

fil ol fa l
H M g, 2 og,

(a) g1, h1 sind injektiv, g, hy sind surjektiv,
(b) im(g1) = ker(g2) und im(hy) = ker(hz),
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(c) hiofi=frogiund hao fo = fzo g
Zeigen Sie die beiden Aussgagen
1. Sind f1, fs3 injektiv, so ist fo injektiv.
2. Sind fi, f3 surjektiv, so ist fo surjektiv.
g1, hy sind injektiv

Va,be G1: gi(a) = qg1(b)sa=0b
Ve,d€ Hy: hi(c) = hi(c) e ec=d

g2, ho sind surjektiv

Vae Gzdbe Gy a:gz(b
Vece Hz3dd € Hy C:hz(d)

~—



