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1.) Sei V ein Vektorraum und seien U, U; Untervektorrdume
von V. Ist Uy UU; =V, dann gilt U; =V oder U, = V.

Die Vereinigung zweier Untervektorrdume ist definiert als
vuelhUlUsuelUiVuel;
Sei
v=uy +uz, vV, u €U, us € Uy

Da der Vektor v in der Vereinigungsmenge liegt, mufl er somit aus einem der
beiden Untervektorrdume U; oder Us stammen.

Angenommen, v € Uy, damit mufl wegen
v=ustus & v+(-1)-u; =uy
aufgrund der Abgeschlossenheit von Vektorrdumen beziiglich der Addition us
ebenfalls in U; liegen. Also bildet us eine Teilmenge von U;. Da dann Us\U; = §
ist, liegen alle Vektoren aus V auch in U;.
Analog dazu kann man annehmen, dafl v € U, liegt. Dann ergibt sich wegen
v=urtus & v+ (-1)-us=1u

daB U; eine Teilmenge von U, sein mufl. Also bildet us eine Teilmenge von Us.
Da dann U;\Us = ) ist, liegen alle Vektoren aus V auch in Us.

Da also Uy C Us oder Uz C U; gilt, allerdings U; U U; = V' ergibt, mufl
somit V = Uy bzw. V = U gelten.

q.e.d.

2.) Seien U,V Untervektorridume eines Vektorraumes W.
Zeigen Sie: (U+V)\(UNV)=U\(UnNV)aV\(UNV)

U+VNUNV)={ut+v|ueUveV, (u+tveUAu+vgV)V(ut+vgUAu+veV)}

UNUnV)eaV\NUNV)={(u,v) |[lueUNugV,veVAvgU}
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3.) Seien vy,...,v, Vektoren im R", r < n, mit v; # 0 Vi <
r, (vi,vj) =0, Vi # j, 4,5 < r. Dann ist die Familie (vy,...,v,)
linear unabhéingig.

Behauptung: Die Familie (vq,...,v,), v; € IR" ist linear unabhéngig, wenn
fir alle 4,5 € IN, i # j gilt {v;,v;) = 0.

Beweis: Per Induktion iiber r.

Induktionsanfang A(2)
ri=2

Angenommen, zwei Vektoren v; und v; sind nicht linear unabhéngig. Dann
existiert ein A € IR, so daf}

v; = )\Ui

Fiir (v;,v;) ergibt sich somit:
n
(i) = ViUl RV = YUY
v=1

Wegen v; = Av; somit

n

(vi, ;) = i Vi, AV, = A Z vi,
v=1

v=1

Da Quadrate im IR™ immer positiv sind, kann diese Reihe nur im trivialen
Fall A = 0 bzw. v; = 0 den Wert 0 ergeben. v; = 0 ist aber per Definition
ausgeschlossen, mit A = 0 wére v; der Nullvektor.

7

Damit miissen zwei von 0 verschiedene Vektoren v; und v; genau dann
linear unabhéngig sein, wenn (v;,v;) = 0 ist.

Induktionsschritt A(r) = A(r +1)

Angenommen der Vektor v,_; wire linear aus den linear unabhingigen
Vektoren (v1,...,v,) kombinierbar. Somit exisieren Ag, ..., A, so dafl

r
Ury1 = E AUy
v=1

Mit (v, vp41) (fiir ein 1 < i < 7) ergibt sich somit

n T

(Vi vrs1) = D i, D At
v=1 p=1
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= )\11),'11)11 + )\2’1),'11)21 + ...+ )‘ivhvh + ...+ )\Tvilvn + )\11},'21}12 —+ ...

R Alvinvln + ...+ )\TU,'"UT"
= /\1(1)1'1’1}11 + Vi V1, ...+U,'"’l}1n) +)\2(U,’1’l}21 —+ ... +1)in'l}2") + ...
+)\i(’l)i1’l)i1 + "'+vinvin) + ...—}—AT(’Uil’UTl + "'+1}inv7'n)

n n n
A1 E v;,U1, + A2 E Vi, V2, + ...+ Ar E Vi, Ur,
v=1 v=1 v=1

= Ar{vi,v1) + A2{vi, v2) + - .o+ Ni{vi, v) -+ Ar v, )

Da nach I.V. v; linear unabhéngig von allen anderen Vektoren ist, muf}
sich fiir die Skalarprodukte (v;,v;), i # j somit 0 ergeben. Also ist

(Visvrp1) = Ai{vi, i)

Dies kann nur 0 ergeben, wenn v; = 0 gilt, oder wenn A\; = 0 gilt, also
Up41 linear unabhingig von v; ist.

Somit ist das Skalarprodukt (v;, v,+1) genau dann gleich 0, wenn v,.11 von
v; linear unabhéngig ist. Da ¢ beliebig gew&hlt wurde, mufl v,;; somit li-
near unabhingig allen Vektoren vy, ..., v, sein.

Die Familie (v, ..., v,) ist somit genau dann linear unabhiingig, wenn (v;, v;) =
0, Vi # j, i,j < r gilt.

g.e.d.

4.) Betrachte die Untervektorriaume U := L((1,3,0,1),(1,0,0,—1),
(-1,3,0,3)), W = L((0,3,2,2),(0,0,2,0)) des Vektorraumes
IR*. Bestimmen Sie Basen und Dimensionen von U, W,U N

w, U+ W.

U
Eine Basis des Untervektorraumes U := L((1, 3,0,1),(1,0,0,—1),(-1, 3,0, 3))
ist L((1,3,0,1),(1,0,0,—1)), da der Vektor (—1, 3,0, 3) linear aus ihr ab-
geleitet werden kann:

(==Y
—_ o W
I
[NV}

und die Vektoren (1,3,0,1) und (1,0,0,—1) linear unabhingig sind;

a-(1,3,0,1)+b-(1,0,0,—1) = 0
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gilt nur im trivialen Fall @ := 0 und b := 0:

I 1la + 16 = 0
II 3a + 0 = 0
IIT 0a + 0b = 0
IV 1la — 1 = 0
v’ a = b
Ir a = 0

Die Basis besteht somit nur aus zwei linear unabhéngigen Vektoren, somit

ist die Dimension 2.

Eine Basis des Untervektorraumes V' := L((0, 3, 2,2), (0,0, 2,0)) ist L((0, 3,2,2), (0,0, 2,0)),

unabhingigen Vektoren, die Di-

w
da die Vektoren (0, 3,2,2) und (0,0, 2,0) linear unabhingig sind;
c-(0,3,2,2)+d-(0,0,2,0)=0
gilt nur im trivialen Fall ¢ := 0 und d := 0:
I Oc + 0d = 0
II 3¢ + 0d = 0
IIT 2¢ + 2d = 0
IV 2¢ 4+ 0d = 0
IIr ¢c = —d
v’ c = 0
Somit besteht die Basis aus zwei linear
mension ist also 2.
unw

Im Schnitt der beiden Untervektorrdume liegen diejenigen Vektoren, wel-
che sowohl in U als auch W vorkommen. Dies sind diejenigen, bei denen

a-(1,3,0,1)+b-(1,0,0,—1) =c-(0,3,2,2) + d- (0,0,2,0)
& a-(1,3,0,1)+b-(1,0,0,—1) —c- (0,3,2,2) —d - (0,0,2,0) = 0

gilt.
I la + 1 — 0c - 0d = 0
I 3a + 0b — 3¢ - 0d = 0
IIT Qa + 0b — 2¢ — 2d = 0
IV 1la — 1b — 2¢ - od = 0
I a = -=b
Ir c = a
IIrr —2¢c = 2d
Iv! a — b + 2d = 0
" a + a +2d = 0
" d = —a
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¢ und d hingen somit nur von a ab. Eingesetzt in das Lineare Gleichungs-
system, welches den Vektorraum W aufspannt:

0 0
3 0
—a- | +a 9
2 0
[ 0 0
3 0
= a-|(-1) 9 +1- 9
| 2 0
[/ 0 0
- 4. o1 | 3
o 2 2
[\ O 2
0-0
- 4. 0-3
- 2-—2
0-2
0
j— a - _3
h 0
-2

Da dies fiir a = 0 der Nullvektor ergibt, und zudem

a- (07 _37 07 2) +b- (07 _37 07 _2) = (a + b) : (07 _37 07 2)
b- (a -0, —3,0,2)) — (a-b)-(0,-3,0,2)
gelten, ist U N W ebenfalls ein Untervektorraum von IR*, welcher durch

einen einzigen Vektor (0,—3,0,2) als Basis aufgespannt wird, und somit
die Dimension 1 besitzt.

U+w
Die Summe zweier Vektorrdume U + W ist definiert als

U+W = {utw|uel weW}

Fiir einen Vektorraum U = L((1, 3,0,1), (1,0,0,—1))und W = L((0, 3,2, 2), (0,0, 2,0))
somit:

NN WO
+
U

O N OO

— O W
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Dabei sieht man, daf} sich der Vektor (0, 3,2, 2) linear aus den drei anderen
herleiten 14ft, indem man fiir a, b und c¢ folgende Werte einsetzt: a :=
1, b:i=-1,d=1

0 1 1 0
3 3 0 0
5 =1 0 +(-1) 0 +1 5
2 1 -1 0
1-140
_ 3—-04+0
- 0—-0+2
1+1+0
0
B 3
- 2
2

Durch ein lineares Gleichungssystem 148t sich tiberpriifen, dafl die restli-
chen drei Vektoren linear unabhingig sind, da sich nur im trivialen Fall
a:=0, b:=0, d:= 0 der Nullvektor ergibt:

I 1la + 16 + 0d = 0
IT 3a + 0 + 0d = 0
IIT 0a + 0b + 2d = 0
IV l1la — 16 + 0d = 0
Ir a = 0
IIr d = 0
' a = b

Somit bildet U + W einen Untervektorraum, welcher durch die drei Vek-
toren (1,3,0,1), (1,0,0,—1) und (0,0,2,0) als Basis aufgespannt wird.
Damit besitzt er die Dimension 3.

Kommt noch Text dazu, versprochen...
Dies 1488t sich anhand folgender Formel nachrechnen:

dmU +dmW = dim(UNW) + dim(U + W)
©242 = 1+3



