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1.) Im IR’ seien die Vektoren v; = (1,2,3,4,0), v, = (=1,1,-2,-3,3), v3 =
(1,-1,2,3,-3), va = (2,10, 14, 10, 10) und w; = (1,6,6,8,6), ws =
(1,2,1,0,3), wy = (2,4,2,2,—4), wy = (=1,2,1,3,—2) gegeben.

Wihle aus vy, vy, v3,v4 bzw. wy, wq, w3, ws Vektoren aus, die

eine Basis von L(vy, v, vs,v4) bzw. L(w;, ws, ws, ws) bilden.

a.) Der Vektor vz la8t sich durch Linearkombination aus den anderen Vektoren

darstellen:
1 -1 2 1
2 1 10 -1
0 3 |1+(-1)-| -2 | +0-] 14 = 2
4 -3 10 3
0 3 10 -3

Fiir eine Linearkombination avy + bvy + cv4 188t sich nur im trivialen Fall
a = b = ¢ = 0 der Nullvektor ausdriicken:

I la — 1b + 2c = 0
II 2¢ + 1b + 10c = 0
III 3a — 2b + 14¢ = 0
IV 4da — 3b + 10¢c = 0
1% Oa + 3b + 10¢c = 0
V! 10c = -3b
v’ 4a + 20c = 0
" 10c = 2a
" -3b = 2a
I -3 + 1b — 3b = 0
i7" b = 0

Somit sind vy, v und vy linear unabhéngig, und bilden somit eine dreidi-
mensionale Basis von L(vy,vs,v3,v4).

b.) Fiir eine Linearkombination aw; +bws + cwz + dw, 188t sich nur im trivialen
Fall a = b = ¢ = d = 0 der Nullvektor ausdriicken:

I la + 10 + 2¢ - 1d = 0
II 6a + 20 + 4c + 2d = 0
IIT 6a + 16 + 2¢ + 1d = 0
v 8 + 0b + 2¢ + 3d = 0
v 6a + 3b — 4 - 2d = 0
VI: 11 -6I — 4 — 8 4+ & = 0
VII: III-6I - 5% — 10c + d = 0
VIIT: IV —-8I - 8 — 10c + 9d = 0
IX : V—-6I - 3 — 16c + 6d = 0
X: VIITI -2VI 6c — 7d = 0
XI: VI —-4IX 40c =0

Somit sind wy, w2, ws und wy linear unabhingig, und bilden somit die
vierdimensionale Basis von L(w1,ws, ws, wy).
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2.) Sei V = Q[X] der Q-Vektorraum aller Polynome in der
Unbestimmten X iiber dem Korper Q. Ist es mdoglich, das
Polynom v = X? + 4X — 3 als Linearkombination f; = X2 —
2X +5, fo = 2X?2—-3X, f3 = X + 3 zu schreiben? Wenn ja,
geben Sie eine solche Linearkombination an.

In Tupelschreibweise seien f; := (5,—2,1), f2 := (0,—3,2) und f3 := (3,1,0)
Diese Vektoren sind linear unabhingig:

I 5%¢ — 0 4+ 3 = 0
II —2a — 3b + 1lc = 0
II7 la + 2b = 0
IV IT+2II1 b + 1le = 0
vV I-5IIT — 106 + 3¢ = 0
VI V +10IV 13¢ = 0

Somit spannen sie einen Untervektorraum von V auf.

Es ist moglich, das Polynom v durch eine Linearkombination aus af; +bfs +
cf3 auszudriicken:

I 5 — 0 4+ 3¢ = -3
II —2a — 3 4+ 1lc = 4
II7 la + 2b =1
IV 21T+ 3111 —a + 2¢ = 11
1% 2I - 3IV 13a = =39
V! a = -3
T 1-(=3) + 2b = 1
i7" 2b = 4
Iy b = 2
T 5-(=3) ¥ 3 = -3
I" 3c = 12
IIII ¢ — 4

Somit 148t v sich schreiben als v = =3 f; + 2f5 + 4 f3, damit liegt es in Q[X],
da alle Koeffizienten ganze Zahlen darstellen.

3.) Sei V,, C Q[X] der Q-Vektorraum aller Polynome in der
Unbestimmten X iiber dem Ko6rper Q vom Grad < n und
W, ={f€V,| f(0)=f(1) =0}. Bestimmen Sie die Dimen-

sionen dieser Vektorriume

Behauptung: Die Dimension von W,, ist n — 1.

Beweis: Per Induktion iieber n.
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Induktionsanfang A(1), A(2), A(3)

1. Bei Polynomen ersten Grades gilt nur fiir f(z) = 0,Vz € Q auch
f(0) = f(1) = 0. Er hat daher die Dimension 0.

2. Die Polynome, fiir welche f(0) = f(1) = 0 gilt, lassen sich schreiben
als

a(z+0)-(x—1)---

Da Polynome zweiten Grades maximal zwei Nullstellen besitzen kénnen,
so sind dies alle

a-(x4+0)-(x—1) = az®—ax

als Tupel aufgeschrieben somit a- (0, —1,1). Damit ist die Dimension
dieses Vektorraumes gleich 1.

3. Polynome dritten Grades, bei welchen f(0) = f(1) = f(b) = 0 gilt,
lassen sich schreiben als

a-(z4+0)-(z-1)-(x—b) = a@®-z)(z—-0>b) =az®—az’+ abr? — abx

da b unabhiingig von a gew#hlt wurde, 148t sich ein 3 := ab definie-
ren, in Tupelschreibweise enthélt W3 somit alle Vektoren

a- (0707_171) +18 : (07_17170)

(0,0,—1,1) und (0,—1,1,0) sind linear unabhingig, damit hat dieser
Vektorraum die Dimension 2.

Induktionsschritt A(n) = A(n +1)

Das Polynom vom Grade n + 1 148t sich schreiben als
alz+0)-(z—=1)-...-(x—¢)

wobei ¢ die n + 1-te Nullstelle darstellt. Diese kann unabhfingig von den
vorhergehenden gew#hlt werden, damit kommt mit jedem Polynomgrad
genau eine Dimension hinzu. Die Dimension von W41 ist somit n.

Die Dimension von W, ist also n — 1.

g.e.d.
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4.) Zeigen Sie, dass jede endliche Teilfamilie der Familie der

Funktionen (sin(nt)) linear unabhiingig ist.
nenN

Behauptung: Alle endlichen Teilfamilien der Familie der Funktionen <sin(nt)) N
nelNg

sind linear unabhéngig, da sich nur fiir n := 0 die Nullfunktion darstellen 148t;
dann ndmlich gilt sin(0-¢) = 0, V¢ € IR.
Beweis: Per Induktion iiber die Anzahl der Teilfamilien f.

Induktionsanfang A(2)
f=2

Die Linearkombination zweier Teilfamilen sei

asin(nt) + Bsin(mt), a,B € IR

Die Sinusfunktion hat bei ganzzahligen Vielfachen von 7 Nullstellen. Fiir
zwei Funktionen sin(mt) und sin(nt), m,n € N, m #0, n #0, m < n
existiert bei ¢ = 7 - m - n eine Nullstelle. Somit gilt dort

asin(nt) + Bsin(mt) = 0, Va,B € R

Sei aber nun ohne Einschrinkung m < n; so besitzt sin(mt) im Intervall
[0 : mnx] nur m Nullstellen, sin(nt) allerdings n Stiick.

Wegen m < n existieren somit Werte fiir ¢, an denen nur fiir g := 0
das Ergebnis der Linearkombination gleich 0 ist. Damit mufy auch a :=0
gelten, damit asin(nt) + Ssin(mt) = 0, Vit € IR gilt.

Somit 158t sich die Nullfunktion nur trivial ausdriicken, somit sind sin(nt)
und sin(mt) linear unabhingig.

Induktionsschritt A(f) = A(f +1)
Bildet man als Linearkombination die endliche Summe

i
Z ay, sin(n;t) = x
i=1

so ist jede Komponente per I.V. linear unabhingig von einer Teilfamilie

sin(mt) mit m # n;. Damit kann z keine Teilfamilie von <sin(nt)) N
ne
sein, also 148t sich keine Teilfamilie durch eine endliche Summe durch die

anderen Teilfamilien ausdriicken. Somit wurde die Behauptung beweisen.



