Ubungsaufgaben Lineare Algebra I
Blatt 7

Agnieszka Staby, 5498566
Beth Scorer, 5643272
Bibiana Gluski, 5600816
Thomas Dettbarn, 5610641

6. April 2004



Agnieszka Slaby, Beth Scorer, Bibiana Gluski, Thomas Dettbarn Blatt 7 2

1.) Die Vektoren u,v,w € Q" seien linear unabhingig. Zei-
gen Sie, dass die Familie (v + v — 2w,u — v — w,u + w) linear
unabhiingig, und die Familie (v + v — 3w,u + 3v — w,v + w)
linear abhiingig ist.

a.)

Damit die Familie (u +v — 2w, u — v — w, u + w) linear unabhingig ist, darf bei
einer Linearkombination der Linearkombinationen

alu+v—2w)+ Bu—v—w)+y(u+w)

nur mit der trivialen Losung a = 8 = v = 0 der Nullvektor ausgedriickt werden
koénnen:

I la + 18 + 1y =
IT la — 18 + 0y =
I 20 - 18 + 1ly

IV IIT-1 —3a — 28
Vv IV-2II -5a =

I
ocolooc o

Somit kann nur fiir « = f = v = 0 der Nullvektor ausgedriickt werden, somit
ist die Familie unabhéngig.

b.)

Die Familie (u + v — 3w, u + 3v — w,v + w) ist nicht linear unabhingig, da die
Linearkombination (u + 2v — w) durch die beiden anderen ausgedriickt werden
kann:

(u+v—3w)+2-v+w) = u+2v—w

2.) Bestimmen Sie eine Basis des Untervektorraumes von

@, der von den Vektoren u; = (1,2, 2,2, —1)T, uy := (1,2, -1,3,-2)T
uz = (2,4, -7, 1,17, uy:=(1,2,-5,-1,2)7, us:= (1,2,-3,1,0)"
aufgespannt wird.

1 2 -2 2 -1 1 2 -2 2 -1
1 2 -1 3 -2 0 0 1 1 -1
2 4 -7 1 1 ~ 2 4 -7 1 1
1 2 -5 -1 2 1 2 -5 -1 2
1 2 -3 1 0 1 2 -3 1 0
1 2 -2 2 -1

00 1 1 -1

~ 00 =3 =3 3

1 2 -5 -1 2

1 2 -3 1 0
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1 2 -2 2 -1
00 1 1 -1
~ 00 -3 -3 3
00 -3 -3 3
1 2 -3 1 0
1 2 -2 2 -1
0 0 1 1 -1
~s 00 -3 -3 3
00 -3 -3 3
00 -1 -1 1
1 2 -2 2 -1
00 1 1 -1
~s 00 00 0
00 00 0
00 00 0

Somit besteht die Basis aus den Vektoren v; := (1,2, -2,2,—1)T, vy := (0,0,1,1,-1)T.

Damit ist ¢1 = 1v1 4+ Ova, g2 = 1lvg + 1va, g3 = 2v1 — 3va, q4 = lvg — 3we,
und g5 = lv; — 1o

1 -1 2
3.) Gegeben seien die Matrizen A:= | 0 3 5 |, B:=
1 8 -7
-10 1 0 (1)
01 0 -1}, C:= g | D = (-1,2,0,8), E :=
10 -1 0 _

1 4
0 5 |. Berechnen Sie alle moglichen Produkte.
6 8

a.)

Mit A lassen sich die Matrizen A, B und E multiplizieren:

1-1+1-0+2-1 -1-1-1-3+2-8 1-2-1-5-2-7 3 12
AA=1 0-14+3:-0+5-1 0-1+3-3+5-8 0:2+3-5-5-7 | = ) 49
1-1+8-0—-7-1 -1-14+8-3-7-8 1-2+8-54+7-7 -6 =33
-1-14+1-0+2-1 1-0-1-142-0 1-14+1-0—-2-1 1-0+1-1+2-0
AB = 0-1+3-0+5-1 0-0+3-1+5-0 0-1+3-0-5-1 0-0—-3-1+5-0
-1-14+8-0-7-1 1-0+8-14+7-0 1-148-047-1 1-0—-8-14+7-0

1 -1 -1 1
5 3 -5 -3
-8 8 & -8
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1-1+1-0+2-6 1-4—-1-5+2-8 13 15
AE=| 0-14+3-0+5-6 0-443-5+5-8 | = 30 55
1-14+8:0-7-6 1-4+8-5-7-8 —41 —12

b.)
Mit B 148t sich nur die Matrix C' multiplizieren:

-1-14+0-041-840-7 7
BC = 0-1+1-0+0-841-7 | = 7

1-140:-0-1-840-7 -7
c.)
Mit C' 148t sich nur die Matrix D multiplizieren:
-1-1 1-2 1-0 1-8 -1 20 8
CcD = 0-1 0-2 0-0 0-8 | _ 0 00 0
-1 -81 8.2 80 88 | | -8 16 0 64
71 =-7-2 7-0 —-7-8 7 —-14 0 -56
d.)

Mit D 148t sich nur die Matrix C' multiplizieren:
DC=(-1-1+2-0+0-8—-8-7)=( —57)

e.)

Mit E li8t sich keine Matrix multiplizieren:

4.) Eine relle 3 x 3-Matrix heifit ein ,,magisches Quadrat*,
wenn alle Zeilensummen, alle Spaltensummen, alle Diago-
nalsummen gleich sind. Fasse die Menge M aller magischen
Quadrate als Teilmenge des IR° auf. Zeigen Sie, dass M ein
Untervektorraum des IR’ ist und geben Sie eine Basis an.

Man kann ein magisches Quadrat

alb|ec
dle|f
glh|i

als lineares Gleichungssystem auffassen bei dem die folgenden Gleichungen erfiillt
sein miissen:

Zetlensummen
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a+b+c =

d+e+f =

g+h+i =

Spaltensummen

a+d+g =

b+e+h =

c+f+i =

Diagonalen
at+e+i =
ct+e+g =
wobei z die gewiinschte Summe darstellt.

I la +1b +1l¢c +0d +0e +0f +0g +0h +0i=z
17 0a +0b +0c +1d +1le +1f +0g9g +0h +0i==zx
171 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li=2z
IV la 40b +0c +1d +0e +0f +1g +0h +0i==z
1% 0a +1b +0c +0d +le +0f +0g +1h +0i=z
VI 0a 4+0b +1¢c +0d +0e +1f +0g9 +0h +li=2
VII la +0b +0c +0d +1le +0f +0g +0h +li=2
VIII 0a +0b +1c¢ +0d +1le +0f +1g +0h +0i==z
I la +1b +1lc¢ +0d +0e +0f +0g9g +0h +0i==zx
17 0a +0b +0c +1d +1le +1f +0g9g +0h +0i==zx
II1 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1lg +1h +li=z
IX IV—-I 0a -1b —1lc +1d +0e +0f +1g +0h +0i=0
1% 0a +1b +0c +0d +le +0f +0g +1h +0i=z
VI 0a +0b +lc +0d +0e +1f +0g +0h +li=2z
X VII -1 0a -1b —-1l¢c +0d +1le +0f +0g +0h +1i=0
VIII 0a +0b +1c¢ +0d +1le +0f +1g +0h +0i==z
I la +1b +1lc¢ +0d +0e +0f +0g9g +0h +0i==zx
|4 0a +1b +0c +0d +1le +0f +0g9g +1h +0i==z
VI 0a +0b +lc +0d +0e +1f +0g +0h +li=z
IX 0a —-1b —1lc¢ +1d +0e +0f +1g +0h +0i=0
IT 0a +0b +0c +1d +le +1f +0g +0h +0i=z
IT1 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li=2z
X 0a —-1b —1l¢ +0d +1le +0f +0g9g +0h +1i=0
VIII 0a +0b +1c¢ +0d +1le +0f +1g +0h +0i==z




Agnieszka Slaby, Beth Scorer, Bibiana Gluski, Thomas Dettbarn Blatt 7 6
I la +1b +1c¢ +0d +0e +0f +0g +0h +0i==z
14 0a +1b +0c +0d +1le +0f +0g9 +1h +0i==zx
VI 0a +0b +1¢ 4+0d +0e +1f +0g9g +0h +li==x
XI IX+V 0a +0b —-1¢ +1d +le +0f +1g +1h +0i==z
II 0a +0b +0c +1d +1le +1f +0g9 +0h +0i==zx
II1 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li=z
XII X+V 0a +0b —1lc +0d +2e¢ +0f +0g9 +1h +li==zx
VIII 0a 40b +1c +0d +1le +0f +1g +0h +0i==z
I la +1b +1c +0d +0e +0f +0g +0h +0i==z
\%4 0a +1b 40c¢ +0d +1le +0f +0g9 +1h +0i=2z
VI 0a +0b +1¢ 4+0d +0e +1f +0g9g +0h +li==x
XIII XI+VI 0a +0b +0c +1d +le +1f +1g +1h +1li=2z
II 0a +0b +0c +1d +1le +1f +0g9 +0h +0i=2x
II1 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li=z
XIv XIT+VI 0a +0b +0c +0d +2¢ +1f 409 +1h +2i=2z
XV VIIIT-VI 0a 400 +0c 4+0d +le —-1f +1g 4+0h —-1i=0
I la +1b +1c¢ +0d +0e +0f +0g +0h +0i==z
\%4 0a +1b 40c¢ +0d +1le +0f +0g9 +1h +0i=2x
VI 0a +0b +1c +0d +0e +1f +0g9g +0h +li==z
XIII 0a +0b +0c +1d +le +1f +1g +1h +1li=2z
XVI IT-XIII 0a +0b +0c +0d +0e +0f -19g —-1h -1li= -z
III 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li==x
XIvV 0a +0b +0c +0d +2e¢ +1f 409 +1h +2i=2z
XV 0a +0b +0c +0d +1le —-1f +1g +0h -1i=0
T la +1b +1c +0d +0e +0f +0g +0h +0i=gz
\%4 0a +1b 4+0c¢ +0d +1le +0f +0g9 +1h +0i==zx
VI 0a +0b +1c +0d +0e +1f +0g9g +0h +li==z
XIII 0a +0b +0c +1d +1le +1f +1g +1h +1li=2z
XV 0a +0b +0c +0d +1le —-1f +1g +0h -1i=0
III 0a +0b +0c +0d +0e +0f +1g +1h +li==x
XVII XIV-2XV 0a +0b +0c +0d +0e +3f —2¢ +1h +4i=2
XVI 0a 4+0b +0c +0d +0e +0f —-1g —-1h —-1li=—x
T la +1b +1c +0d +0e +0f +0g +0h +0i=gz
|4 0a +1b 4+0c +0d +le +0f +0g +1h +0i==z
VI 0a +0b +1c +0d +0e +1f +0g9g +0h +li==z
XIII 0a +0b +0c +1d +le +1f +1g +1h +1li=2z
XV 0a +0b +0c +0d +1le —-1f +1g +0h -1i=0
XVII 0a +0b +0c +0d +0e +3f —-2¢9 +1h +4i=2z
III 0a +0b +0c 4+0d +0e +0f +1g +1h +li==x
XVIII XVI+4+III 0a +0b +0c +0d +0e +0f +0g +0h +0i=0

Mit g + h + @ = z ergibt sich somit

3f = 20+29—1h—4i
2 2 1 4,
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& f = %g-l—%h—;i
e = f—g+i
4 1 2, ,
~e = §g+§h—§z—g+z
1 1 1.
Se = §g+§h+§z

d = 2z—e—f—g—h—1

&d = 2g+2h+2i—ég—%h—%i—§g—%h+§i—g—h—i
&d = —§g+%h+§i

c = x—f—i
&Sc = g+h+i—§g—%h+§i—i
oo = oy Zus

3 3 3

b = z—e—h
b = geneicl bl
&b = gg—éh+§i

a = z—b—c

2 1 2 1 2 2
©a = g+h+i—_cg+-h—ci+sg9—sh— i

39 T3 T3t T39I T3 Ty
@a—g+gh—1i
- 397373

Dies 148t sich auch in Tupelschreibweise ausdriicken:

|
|
O O ol ol ho| ol ks
|

O O i W] | | o] Nt |

+h-

~
—_ O O WOIND| 0 | 0 N | o | =

. Q%0 Q0o o

Da die drei letzten Elemente nur in je einem Vektor eine 1 enthalten und in den
anderen beiden jeweils eine 0, so ist nur durch die triviale Losungg =h =¢ =0
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der Nullvektor darstellbar. Damit sind sie linear unabhéngig.

Somit sind q1 = (%7 %7 _%a _%J %J %J ]-aO:O) y 42 1= (%a _%J %J %J %J %JOJ 150) y 43 1=
(-3,2,%2,%,%,—2,0,0,1) diejenigen Vektoren, die einen dreidimensionalen Un-
tervektorraum im IR° aufspannen.



