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1.) Es bezeichne Z die zu z € C konjungiert komplexe Zahl.
Zeigen Sie, dass die Menge aller Matrizen g —J_JZ/ mit
z,y € C beziiglich der Matrizenaddition und Matrizenmul-
tiplikation alle Axiome eines Korpers mit Ausnahme der
Kommutativitit der Multiplikation erfiillen.

— 1t
Sei IM := {( ; a_}y ) | =,y € (C} die Menge der Matrizen, A := ( (g, C;I,) ) , B:=
AT [
( ch’ 5(,1 , C = rlr_z’ ;_n > drei Matrizen aus IM (mit o' = a+ai, b' =

b+pBi, ' =c+vi,d =d+ 6, ' =1+ Xi, m =m + ui)

a.) Addition

Abgeschlossenheit Damit (IM,+) abgeschlossen ist, mu$ fiir jede Kombina-
tion von A, B € IM gelten (A + B) € IMk

_ a+ai —b—pi c+vyi —d—di
A+B = (b—ﬂi a— ol >+(d—6i c— i
at+ait+c+vyi —b—pfi—d—édi
b—pi+d—96 a—ait+c—ri

_ at+c+ (a+7)i —(b+d)—(B+6)i
- ((b+d)—(5+5)i (a+c)—(a+7)i>

Damit ist IM beziiglich der Addition abgeschlossen.
Assoziativitit Addition

a -V ¢ —d U —m
wemee - (5 2)+(5 75 )
_ ql+gl __bl__cll + l_l _ml
- V+d ad+c m'

B fll+7cl+l_l _lll_ql_m’
o V+d+m' a +cd+1
a —b ¢ —d [ ——
s (8 2)((5 £)-(5 F)
_ ql _bl + _cl + ll _dl _ In/l
- vood d+m' J+1

_ [ eI+l SV =d -
- d+d+m' d+c+1U

Damit ist (IM, +) assoziativ.
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Kommutativitat Addition

a -V d —=d
() )

A+B

d =d a =V
B+A = (JI c_/)+(5/ c{/)
_ (dtd —d-V\_(a
- d+b d+d )~
Damit ist (IM, +) kommutativ.

Neutrales Element Addition Das neutrale Element der Addition ist N :=

a -b 0 0
(5 4)-(22)
_ a+0 —b'+0) _[ad b\ _,
B b+0 a'4+0 )\ VWV o )
Da (IM,+) kommutativ ist, ist N sowohl rechts- als auch linksneutral.
Zudem ist IM nicht leer.

0 0

A+N

Inverses Element Addition Das zu einem beliebigen Element A inverse Ele-
ment A~1 ist
-1 ._ —a' bl
A7 = ( —br —ar )
da dann

1 B _CEI bl ClI _bl _ _ail + (l_l bi_ b17 _
A +A_<—b’ —a’)+(b' a - b+ —-a+a -
ergibt. Also existiert fiir jedes Element aus IM ein additives Inverses. Da
(IM, +) kommutativ ist, ist A=! sowohl rechts- als auch linksinvers.

b.) Multiplikation

Abgeschlossenheit Damit (M, e) abgeschlossen ist, muf fiir jede Kombinati-
on von A, B € IM gelten AB € IM

_ a+oi —b—pi c+vyi —d—4i
AB = (b—ﬂi a— ai ).(d—éi c— i

oo
oo
I
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_ (a + ai)(c+ i) + (=b—Bi)(d— i) (a+ ai)(—d— i)+ (=b— Bi)(c— i)

N (b—Bi)(c+vi)+ (a—ai)(d—6i)  (b—Bi)(—d— i) + (a — ai)(c — i)
ac + ayi + aci + ayi2 — bd + bdi — Bdi + Bdi?  —ad — adi — adi — adi® — be + byi — Bei + Bryi?
be + byi — Bei — Byi? + ad — adi — adi + adi?  —bd + Bdi — béi + B6i% + ac — ayi — aci + aryi®

( (ac — ay —bd — B8) + (ay + ac + b6 — Bd)i —(ad — ad + be + Bv) — (ad + ad — by + Be)i )

(ad — ad +be+ By) — (ad + ad — by + Be)i (ac — ay — bd — 36) — (ay + ac + b6 — Bd)i

Damit ist (IM,e) abgeschlossen.

Assoziativitat Multiplikation
a =b d =d ' —-m
wme = (5 3 )+ (6 )+ 7
—vd -ad'd -Vc ' -m
a’d’+b’ ad —bd ) ( m T )
—ydl - ad’ni’—lz’é’n:m’ —q’c_’m'+b_’cf’m’—a_’(%’£_’—lz’5’l:’
adl' + bl +adm' —bdm' —ddm' —bcm' +addcl —bdi

addm' =bcm' =bdl —ddm' —addl =bcl +bdm
adm!' +adl + bl =bdm' acl —a'dm' —bc'm' —bdl )

(5
(G
(%8
(5 @) 1(a ) (i 7))
(
(
(

A[BC]

~

~

a
b

a b . ' - d'm/ —'m/ —dn

b oa cdm' +dl ' —=dm'

a'dll —a'dm' — b'E’?ﬁ’ Vd'l —d'dm' —d'dl —bl +bdm'
bl —bd'm' +a'dm! +ddl —bcm' —bdl +acdl —adm' )
adl —ad'dm' —bm' =bdl —dcm' —ddl =bcl +bdm’ )

acdm' +adl' + bl —bdm' acl' —a'dm' —bcm' —bdl
Somit ist (IM, e) assoziativ.
Kommutativitidt Multiplikation

- (325 7)

—bd —d'd -V
add +¥vd ad—-bd

(2
= (5 7)(1 2
( d

_b,d/ /I_blI
ab+dd —va

)
)
)
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Damit ist (IM,e) nicht kommutativ.
Neutrales Element Multiplikation Das neutrale Element der Multiplikati-

1 0

on ist E := 01 ) Da (IM,e) nicht kommutativ ist, mufl gezeigt

werden, daf} es sowohl links- als auch rechtsneutral ist.

Linksneutrales Element
10 a =V
BA = (0 1)'(5' a )
_ la' + 00 1(=b)+0a" \ _ ([ a =V _a
B Oa' +10 0(=b)+1a’ ) \ U a ]
Damit ist E in (IM,e) linksneutral.

Rechtsneutrales Element
a -V 10
Ab = (5/ @ >(0 1>
_ qll _ lzlo C_lIO _ Izll _ ql —7bl - A
- bl1+4+a0 ¥0+a'l ) LV a -
Damit ist E in (IM, e) rechtsneutral.

Somit existiert ein neutrales Element in (IM, e).

Inverses Element Multiplikation Da (IM,e) nicht kommutativ ist, muf} ein

links- und ein rechtsinverses Element A~ € IM gefunden werden, so daf}
AA™' = Eund A~ 'A = E ergibt.

AB — a =V . d —d\_[(dd-bd —dd-bd
“\b a d ¢ )\ dd+bd ad-bd

Damit muf das folgende Lineare Gleichungssystem erfiillt sein

de —vd = 1
—d'd -bcd = 0
ad +bd = 0
a'c —b'd 0

Fiir das rechtsinverse Element miissen somit geeignete ¢’ und d’ gefunden
werden, fiir das linksinverse a’ und b'.

Rechtsinverses Element
add -vd =1 & dd=1+0Vd
, 1+bd
c =
al
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add +bd =0 o dd=-bd

& &':—b;fl
a
o 1+b'd 7
#JI:—bI _07 <:> —=_b1+bldl
al 072
_ I b -
= dl__d’2_?dl
_ by _ b
< dl+ _Izd’:—?
a a
4 b’
< dl<1+—,2): —
a a
—9 = _
- (a" + b 4
o o(23Y) -
- b a’
= d’——,2 5=
Cll al +bl
& d=—= v —
a’ + v

Damit existiert ein rechtsinverses Element fiir Matrizen mit a’ # 0
und a'® + b # 0.
Linksinverses Element
da'—db =1 & dd=1+dV
, 14+dV
a =

o b= _J’a'
=-=
_ qLtdy _ d +dv
>V =-——7F & Y =— +2
C cl
_ d d -
& V=-g-=V
c c
_ g d
E=4 bl+7blz_?
c
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_ d c
& V=—— - —
& c’2+d’
f=4 E:—L,
c’2+d’

Damit existiert ein linksinverses Element fiir Matrizen mit ¢’ # 0 und
& +d #£0.

Somit exisitieren inverse Element der Multiplikation in IM.

c.) Distributivitét

Da (IM,e) nicht kommutativ ist, mufl auf Rechts- und Linksdistributivitit ge-
priift werden.

Linksdistributivitit
—b’ d —d a -V ' —-m
apsao = (5 3 )+(a 2)+(5 & )(w )]
ac -vd —dd -bvc dl' —=bm' —a'm' =1l
- ( dd +bvcd adcd-bd ) + ( am'+ ' o'l —bm! )
dcd +al' —=v'd —b'm' —d'd —a'm'-bc -l
add +am +bc +vl'  a'd+adl —bd —bm
a =b ¢ =d ! —-m
A+ ( o) e )G )]
a -V d+1 —d-m
oo ) J’+7ﬁ’ a4+
a'c +a’l’—b’d’ b'm —a’d’—aim'?b’é'jb'[’
Jd +a'm! + b + b’l’ ad +al —bd —bm’

Damit ist (IM, e, +) linksdistributiv.

Rechtsdistributivitit

d —=d
[( Cj/ cl

a'd —bd
- ( a'd +bdc
_ ( ad +adl —

BA+CA =

ad +a'm +bc —

a =b
Ny «
b —a'd
—b'd +a'd
bd — bm'
bl

' -m a =V
Nl )05 &)
all = bm' —a'm' =l
>+(a’n_1’—5’l_’ T — b )

—a'd —a'm' =¥ - bl
@d +al —vd — b )



Agnieszka Slaby, Beth Scorer, Bibiana Gluski, Thomas Dettbarn Blatt 8 8

d =d ' —-m a =V
(& 2 ) (o 7)) (5 )

§I+l1 —(_il _ml . q/ __b/

d +m' cd+1U v a

_ ( a'cd +al' —vd —bm' —a'd —a'm' —bc —bl )

[B + C]A

dd +adm' + 0+ 00" a'd+al —bd —bm
Damit ist (IM, e, +) rechtsdistributiv.
Somit ist (IM,e,+) distributiv.

Somit ist (IM, +,e) ein Kérper ohne Kommutativitét.
g.ed.

ufffff... Nicht nochmal so nen Scheiss, okay?

2.) Losen Sie mit dem Gauss’schen Algorithmus das lineare

4 4 26
. .. . 21 4 2
Gleichungssystem Az = y iiber IR, wobei A = 9 5 _8 6
4 0 14 2
2
und y = g
6

Um Az = y zu l6sen, schreibt man beide Matrizen in eine 5 x 4-Matrix und
formt diese in die obere Dreiecksmatrix um:

I = II-0,5]

I 44 2 6| 2 Ir = II1-0,51 I 4 4 2
II 2 1 4 2| 2 = 1w-I II 0 -1 3
IIT 2 5 —8 6|2 i III 0 3 -9
IV 4 0 14 2| 6 IV 0 —4 12

III' = IIT+3II I 4 4 2
v = IV —4II II 0 -1 3
~ IIT 0 0 0

IV. 0 0 0

Somit ist A’z also das Lineare Gleichungssystem

41 + 425 + 223+ 624 = 2

OO~ N
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Ory — 1l +323—124 = 1
0z1 +0x2 +023+0x4y = O
Oz1 +0x2 +023+0x4y = O

Mit 23 = x4 = 0 ist somit
—1z:4+3-0—-1-0=1 & z,=-1
und damit auch
4z, +4-(-1)4+2-046-0=2 & w1=g=1,5

1,5

Womit z = 0 eine Losung wire.

0
Und ganz allgemein
—2o+3x3—1lx4=1 & 29 =-14323 — 24

9 — Agy — 275 — 6 1
Az) + 430+ 203 + 624 =2 & 1 = T2 7 23 — DO

4 2

o § — zm — 13:

1= 5 7 5% 5%

damit wére die Losung
3 7 1
o i 3 -
T2 _ - —

T3 = 0 + x3 1 + x4 0
T4 0 0 1

3.) Seien 0,7 € S; die Permutationen von 3 Elementen
gegeben durch ¢ = (12), 7 = (123) und f,g : R® — IR?

3
seien die linearen Abbildungen, die durch f (Z aiei) =

i=1
Z Qi€o(i) <Z aze,) : Z aier;) gegeben sind (e; seien die
kanonlschen Emheltsvektoren) Geben Sie Matrizen A, B

3 (071 3 (0]
an, fiir die f (Z aiei) =A| a; |undy (Z oz,-e,-) =B| a
j i=1

= (0% a3

gilt.
Mit

0:2(12)=<; f g) T:=(123)=<;

W N
—
—

1
=—+4+1—-3x3+ 24 — =3 — =24

2

3
2
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sind f, g somit

flarer + ases + azes) = aies + azer + ases
0 1 0
= o1 1 + Qa2 0 + a3 0
0 0 1
(5]
= al
a3
glarer + azer +azes) = aiez + azes + aze;
0 0 1
= m 1 |4+as| O | +a3]| O
0 1 0
O3
= o
a2
Als A, B konnen also
010 0 01
A=11 0 0 |, B:=(1 0 0
0 01 010
ap
und als a = a9 definiert werden, da dann die Matrizenmultiplikationen
as
01 0 (651 0-a1+1-a2—|—0-a3 (69
Aa = 1 00 Qs = 1-a1+0-a2+0-a3 = oy
0 01 Qa3 O-a1+0-as+1-a3 as
0 0 1 a5} 0-a1 +0-a0+1-0a3 Qa3
Ba = 1 0 0 (a7} = l-01+0-a0+0-0a3 = a1
01 0 Qs O-a1+1-as+0-a3 (a7}

das gleiche Ergebnis wie f(a) und g(«) liefern,
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4,) Ein Nahrungsmittel enthilt Schadstoffe Si,..., S5, die bei der Pro-
duktion und Lagerung als Bestandteile von Pflanzenschutzmitteln
auftreten, Auf einzelnen Stationen werden die folgenden Pflanzen-
schutzmittel benutzt:

Station Mittel
1, Landwirt A
2, Rohproduktlagerung B
3, Veredelungsbetrieb C
4, Grossist und Transport D
5, Einzelhandel E

Die folgende Tabelle gebe die prozentuale Zusammensetzung der Mit-
tel A, ..., FE wieder:

S S» S; Si S
A410,2 0,5 0 0,3 0
B|0,1 0,6 0,3 0 0
cl0,1 0,2 0,2 0,3 0,2
D| 0 0 01 04 0,5
E| 0 0,1 0,3 0,3 0,3

Fiir das fertige Produkt ergibt die Nahrungsmittelanalyse die folgen-

51 S S5 S¢S po
0,75 2,25 0,65 1,60 0,75°
mitteln Sie, wieviel in Gewichtsanteilen die einzelnen Stationen zur
Schadstoffbelastung beitragen,

den Werte in Gewichtseinheiten

Schon die alten Chinesen kannten den Gauss’schen Algorithmus und hielten
ihn schriftlich in den neun Biichern der arithmetischen Technik (Chiu Chang
Suan Shu, 300BC bis 200AC) fest; dort wurde er jedoch nicht zeilen-, sondern
spaltenweise angewandt:

I II III IV V
0,2 0,5 0 0,3 0
0,1 0,6 03 0 0
0,1 0,2 0,2 0,3 0,2
0 0 0,1 0,4 0,5
0 0,1 03 03 0,3
0,75 2,25 0,65 1,6 0,75

I I IIT IV V

I' = 5l 11 0 0,3 0

I — oI 0,5 1,2 0,3 0 0

- 0,5 0,4 0,2 0,3 0,2

0 0 0,1 04 0,5

0 0,2 0,3 0,3 0,3

3,75 4,5 0,65 1,6 0,75
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I I 1 Ivov
I = I1-11 1 00 o 0
V' = Iv-0.3I 0,5 0,7 0,3 —0,15 0

- 0,5 —0,1 0,2 0,15 0,2
0 0 01 04 05
0 02 03 03 03
3,75 0,75 0,65 0,475 0,75
I 11 oI Ivov
1r = 71 Lo 0 0 0
v o= v 0,5 0,7 21 -1,05 0
- 0,5 —0,1 1,4 1,05 0,2
0 0 07 28 0,5
0 02 21 21 0,3
3,75 0,75 4,55 3,325 0,75
I I I v v

Ir = III-3II Lo 0 0 0

V' = IV +1,5II 05 07 0 0 0
- 0,5 —0,1 1,7 0,9 0,2

0 0 07 28 0,5

0 02 1,5 24 03

3,75 0,75 2,3 4,45 0,75

I I 1 vov

V' = 1,7V L0 0 0
Vo= L1V 0,5 0,7 0 0 0
- 0,5 —0,1 1,7 1,53 0,34

0 0 0,7 4,7 0,85

0 02 1,5 4,08 0,51

3,75 0,75 2,3 7,565 1,275

I I vov

IV! = IV —0,91II 1 0 0 0 0

Vi o= V—0,20I1 0,5 0,7 0 0 0

- 0,5 —0,1 1,7 0 0
0 0 0,7 4,13 0,71

0 02 1,5 2,73 0,21

3,75 0,75 2,3 5,495 0,815

I I III IV 14

1 0 0 0 0

Vo= 4,13V 0,5 0,7 0 0 0
- 0,5 —0,1 1,7 0 0

0 0 0,7 4,13 29323

0 02 1,5 2,73 10,8673

3,75 0,75 2,3 5,495 3,36595
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Somit ist
—1,071E = -0, 5355
413D + 2,73E = 5,495
1,7C+0,7D+1,5E =2,3
0,7B-0,1C+0D +0,2E =0,75

1A+ 0,5B+0,5C 4+ 0D + 0E = 3,75

Also kommen beim Landwirt 3 Gewichtsanteile der Schadstoffe, bei der Rohpro-
duktlagerung 0,1, beim Veredelungsbetrieb 0,5, beim Grossist und Transport

1, und beim Einzelhandel 0,5 hinzu.

1

I II 111 IV 1%
1 0 0 0 0
0,5 0,7 0 0 0
0,5 —0,1 1,7 0 0
0 0 0,7 4,13 0
0 0,2 1,5 273 —1,071
3,75 0,75 2,3 5,495 —0,5355
—0,53355
- —1,071 =05
5,495 —2,73-0,5
D= 4,13 =1
2,3-1,5-0,5-0,7-1
C= 17 =0,5
0,75—-0,2-0,5+0,1-0,5
B: ) ) ) b b =1
0,7
A=3,75—0,5-0,5—0,5-1=3



