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1.) Sind die angegebenen Vektoren u,v orthogonal?

Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt 0 ergibt.
a.) u=(-1,3,2)T, v=(4,2,-1)T
(-1,3,2)T 0 (4,2,-1)T = -1-44+3.2-2.-1=44+6-2=0
Ja, (—1,3,2)T und (4,2, —1)7 stehen senkrecht aufeinander.
b.) u=(4,7,5)7T, v =(0,0,0)T

(4,7,5)7 0 (0,0,007 = 4.04+7-0+5-0=04+0+0=0

Ja, (4,7,5)T und (0,0,0)7 stehen senkrecht aufeinander.
Der Nullvektor steht im iibrigen senkrecht auf ALLEN anderen Vektoren, auch
auf sich selbst.

c)u=(2,1,3)T, v=(1,7,k)7T

(2,1,3 7 (1,7,k) = 2-14+1-7+3-k=2+7+3k=9+3k

Damit 9 + 3k = 0 gilt, muB k := —3 sein. Damit steht der Vektor (2,1,3)”
senkrecht auf (1,7, 3).

2.) Beweisen Si in euklidischen Vektorrdumen fiir Vektoren
u,v die Gleichung ||u + v||* + [lu — v||? = 2|[u|]* + 2||v]]?

Behauptung: ||u + v||? + ||u — v||? ist gleich 2||u||? + 2]v||*.

Beweis:

lu+2|> +llu=2|> = (w+v,u+v)+ (u—v,u—0v)
= <’LL,U> + (u,v) + <’U,’U,) + <’U,’U) + <U,’LL) - (v,u) - (u,v) + <’U,’U>
= 2(u,u) + 2(v,v)
= 2/jul® + 2[j|)?

q.e.d.

3.) Sei u = (2,1,5)7 ein Vektor des IR?. Beschreiben Sie die
Orthogonalprojektion auf Ru.

Wenn man einen Vektor v orthogonal auf ein Vielfaches des Vektors u projiziert,
so sieht das folgendermaflen aus:
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u,v,y € IR3
selR

Also miissen die folgenden Beziehungen gelten:

su-y = 0
su+y = v

Mit u = (2,1, 5) fiihrt das auf folgende Gleichungen:

su-y=0 & 2sy; +sys +5sys =0
< 2y1+y2+5ys =0

2s+y1 = v
su+y=v & sty = v
ds+ys = 3

Also hat man folgendes inhomogenes lineares Gleichungssystem mit vier Glei-
chungen und vier Unbekannten:
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Dies lisst sich mit Hilfe des Gaussverfahrens 1dsen:
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1 0 0 0501+ 3502+ 503
~ 21 0 0 V1
1 010 V2
5001 vs

Also ist s = —vl + 30 2=Ug + v3 Und damit ist die Projektion auf IRu

v 4+ Ev2 + %1}3

%Ul + %Ug + U3 = U + vy + vs
iv + ? S

301 52 + §us

4.) Sei P, der reelle Vektorraum der Polynome mit reellen
Koeffizienten und mlt Grad < 2. Definiere ein Skalarpro-
dukt durch (p,q) := f , p(z)q(z)dr. Konstruieren Sie mit dem
Gram-Schidt-Verfahren aus der Basis (1,z, %) eine Ortho-
normalbasis von P,. Beschreiben Sie das Polynom 1—7z+ 222
durch diese neue Basis.

ot
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Seien die Polynome p, g folgendermaflen definiert:

p(z) = az?+br+c
qz) = da’+ex+f

Also ist p(x)g(x)
p(@)e(z) = (az” +bz+c)(dz® +ex + f)
= az®(dz?® + ex + f) + bx(dz? + ex + f) + c(dz? + ex + f)
= adz! + aex® + afz? + bdx® + bex® + bfx + cdx® + cex + cf
= adz* + (ae + bd)2® + (af + be + cd)z® + (bf + ce)x + cf

Das Integral dieses Polynomes im Intervall [—1,1] ist

1
/adx4 + (ae + bd)z® + (af + be + cd)x® + (bf + ce)x + cf dx
1

1
[%adaf—}—i(ae—i—bd)m + = (af+be+cd)m + = (bf—}—ce)a: +ecfx+h
-1

+ i(ae +bd)(1)* + —(af +be + cd)(1)° +

1ad(—1)5 - %(ae-&—bd)(— )5 (af +be +cd)(~1

(bf +ce)(1)? +cf(1) + h—

$— S0f +ee)(=1)? = ef(=1) -

= %ad(l)5

v Ml'_.

2
= —ad+ (af+be+cd)+2cf
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Zwischen den drei Basisvektoren (1, X, X?) errechnen sich damit folgende Ska-
larprodukte:

(LX) = a:=0,b:=0,¢c:=1, d:=0,e:=1, f:=0

2 2
(LX) = £0-04+30:0+0-1+1-0
= 040+0=0

(1,X?) = a:=0,b:=0,c:=1, d:=1,e:=0, f:=0
2 2

1,X% = 30-1+5(0-0+0-0+1-1)+2-1-0
2 2
= 0+=-+0==2
t3+0=3
(X,X?) = a:=0,b:=1,¢:=0, d:=1,e:=0, f:=0
2 2
(X, X% = 30-1+5(0-0+1-0+0-1)+2-0-0
= 040+0=0

Damit steht X orthogonal auf 1 und X2, aber 1 nicht auf X2.

Die Linge eines Vektors ist |p| = \/(p, p}, also fiir p(z):
25,2 2 2
d:=aqa,e:=b, f:=¢c = (p,p):ga +§(ac+b + ac) + 2¢

2 2
= ga2 + §(2ac + b?) + 2¢2

2 2
\/—a2 + 5(2ac +b2) + 2¢2

(p,p) E

Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren bildet man die Orthonormalbasis wie folgt:

vp: = 1
| = V2
1 . 1
o= =g
wy = X
U2 = wa— (w2,v1) -0y

_ X_<X,\/g>. !
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|U2| =

V2 = —X \/7X

w

03 = w3 — (ws3,v1)- v — (w3, v2) - V2

_ X2_< OBy <Xﬁx>@x
0+ §<1 ﬁ+0.0+0.0>+2.0.@, T ox
Vs

Cﬂll\ﬁ
—

—

Damit ist die neue orthonormale Basis des P> mit dem obigen Skalarprodukt

(Baedfi(-3)]

Méchte man das Polynom 222 — 7z +1 durch die Basis ausdriicken, teilt man
zuerst 222 durch vz, dann —72 durch vy und berechnet mit den Vielfachen von
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v1 den Rest:
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Damit ldst sich das Polynom mit dieser Basis folgendermaflen ausdriicken:
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