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1.) Sei B eine reelle (n x n)-Matrix. Zeigen Sie, dass die
Bilinearform R" x R" — IR, (x,y) — 27 BT By symetrisch ist.
Sie ist genau dann positiv definit, wenn B invertierbar ist.
B ist invertierbar, somit gilt 27 BT = (Bz)? und Bz € IR™.

Symetrisch

(z,y) = =T BT By (Bz)T By
(z,9)" = (Bz)"By)" = (By)"Bz
= y'B"Bz = (y,2)

Positiv definit

(x,z) = z'BTBz
= (Bx)'Bx
= (Buz, Bz)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist positiv definit, somit auch die Bi-
linarform IR" x R™ — IR, (z,y) — 2T BT By.

2.) Zeigen Sie, dass durch ((A,B) := Spur(A,B) VA,B €
M (n x n, K) eine symetrische nichtausgeartete Bilinearform
definiert wird. Geben Sie fiir n > 2 eine Matrix A # 0 mit
B(A, A) =0 an.

Seien A, B wie folgt definiert:

11 @12 -+ Qin bir biz -+ bin
as1 Q2 - Q2n bar b2 - b2,
T /S

Zeigen Sie, dass 8 symetrisch ist
Auf der Hauptdiagonale sehen bei der Matrix AB in der i-ten Zeile die
Eintrége wie folgt aus:

n
ainbi; + ajpbo; + ...+ ainbp; = Z aijbji
j=1
Und die Spur berechnet sich damit aus

Spur(AB) = i i aijbji  (¥)

i=1 j=1
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Auf der Hauptdiagonale sehen bei der Matrix BA in der i-ten Zeile die
Eintrage wie folgt aus:

n
birari + bizaz; + ... + binani = Z bijaji
=1
Und die Spur berechnet sich damit aus

Spur(BA) = i i bz’ja]‘,’
i=1 j=1

Dies ist gleich:

Spur BA Zza]z ij

i=1 j=1

Permutiert man die Summanden, so hat man:

DD aibsi

i=1 j=1

Somit gilt Spur(AB) = Spur(BA), also auch 3(A, B) = 5(B, A).

Zeigen Sie, daf3 3(A, B) eine nicht ausgeartete Bilinearform ist
B(A, B) ist ein Homomorphismus, da

Z aij + ¢ij) (bji + dji)

[
NE

B(A+C,B+ D)

<.
I
=

.
I
i

(aijbji + Clijdji + bj,-cij + Cijdji)

I
NE

<
I
MR

.
I
-

z]b]z + Z Zaz]dﬂ + Z Z bJZC’l] + Z ZCZJ i

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

)+ﬂ(B C) + B(4,D) + B(C, D)

<.
Il

Il Il
}E INgE
T M:

Geben Sie fiir n > 2 eine Matrix A # 0 mit §(4,A) =0 an.

Behauptung
Fiir jedes n > 2 1afit sich eine Matrix mit den gewiinschten Eigen-
schaften finden.

Beweis
Per Induktion iiber n
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Induktionsanfang: n := 2
Fiir n = 2 hat die folgende Matrix die gewiinschten Eigenschaften:

me=( 2 1)

da

n n

E E aijaji

i=1 j=1
1-1-1-1)4+(-1-1+1-1)
1-1)4+(-1+1)=04+0=0

B(A, 4)

Induktionsschritt: n —n + 1
In einer Matrix, die die folgende Form hat gelten die geforderten

Eigenschaften:
1 10 0
-1 10 0
M(n) := 0 00 0
0 00 0
da
n n
BA,A) = Y ajaj
i=1 j=1

Il

1-1-1-1)+0+---+0+(-1-1+1-1)4+0+---4+0
= 1-1)40+(-14+1)+0=0+04+0+0=0

q.e.d.

3.) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom, die Ei-

genwerte und die zugehorigen Eigenrdume des durch die
1 11

Matrix | 1 1 1 | gegebenen Endomorphismus IR? x IR? —

111
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Bestimme zuerst die Eigenwerte

1-X 1 1
det(A — \E,) = 1 1-x 1
1 1 1—-2)

1-x 1 1 1 1 1=\

- (1_)‘)‘ 1 1—>\‘_‘1 1—>\‘ ‘1 1 ‘

= 1=-N[A=-2?=-1-(1=-A=1D)+1A=-1+X)
= (1=X(\%=2X)) 42\

= AN =222 4+2)X2 4+ 2)

= X 43X =)%(-)1+3)

Damit ist das charakteristische Polynom —\3 + 3)2.
Die Eigenwerte sind Ay =0, Ao =0, A3 = 3.
Der erste Eigenraum zum Eigenwert 0 berechnet sich somit aus

1 1 1 T
111 y =0
1 1 1 V-1

Dies fiihrt auf die Gleichung

z+y+2z2=0 & z=-z—y

Mit £:=0, y := 1 bzw z := 1, y := 0 fiihrt das zu den Eigenvektoren

0 1
v = 1 Vy = 0
-1 -1
0 1
Der erste Eigenraum ist somit IR 1 + R 0
-1 -1

Der zweite Eigenraum zum Eigenwert 3 berechnet sich somit aus

-2 1 1 T
1 -2 1 y =0
1 1 =2 z

Dies fiihrt auf die Gleichungen
—2r4+y4+2=0 & y+z2=2

1 1
T—2y+2=0 & §y+§z—2y+z:0<:>—1,5y+1,5z:0<:>z:y

1 1 1 1
T+y—22=0 & §y+§z+y—22:0©§z+§z+z—2z20
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Mit z := 1 fiihrt das auf den Eigenvektor

2

V3 = 1

1
2
Der zweite Eigenraum ist somit IR | 1
1

4.) Sei H(n) der reelle Vektorraum der hermiteschen (n xn)-
Matrizen mit Spur 0.

Fiir hermitesche Matrizen gilt {Av,w) = (v, Aw), Yv,w € IR". Somit muf} fiir
eine Matrix A gelten:

air - Qin U1 w1 U1 aix - Qin
< : : 3N > = < 2N N :
an1 *tt Qpn Un Wn, Un Qnl st Gpn

also (mit 4,7 € [1,n] N IN)

& 01101 W1 + A1202W1 F .. - F A1pUpW1 + -« -+ QU Wi + - - - F AppUnWn =

a11v1w1 + 1201 W2 + ... + @5 0W; + ...+ GppUnWp

n n n n
< E E aijvjw; = E E i ViW;

i=1 j=1 i=1 j=1

Damit ist eine Matrix (a);; € M(n x n, K) hermitesch, wenn fiir alle Ihre
Elemente gilt:

Q;; =  Qyg (**)
Also AT = A gilt.

a.) Bestimmen Sie dimg H(n).

In der ersten Zeile der Matrix gibt es n freie Paramter, in der zweiten n — 1, in
der dritten n — 2, ..., in der vorletzten zwei und in der letzten keinen, da die
Spur 0 ergeben muss. Damit ist die Dimension

1
dimp H(n) = §n(n +1)-1

Wn
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b.) Sind A, B € H(n), dann auch i{(AB — BA)
Da fiir AT = A und BT = B gilt, folgt:

i(AB — BA) = i(ATBT — BA)
= i(BA)T - BA)
= i(BA- BA)
= i0=0

Bei der Nullmatrix ist die Spur = 0. Zudem gilt {Ov,w) = (v,0w). Damit ist
auch i(AB — BA) € H(n).

c.) H(n) ist mit dem Skalarprodukt (4, B) := :Spur(AB) ein euklidi-
scher Vektorraum.
Mit Formel (x) aus Aufgabe 2 gilt:
n n
Spur(AB) = Z Zaijbji
i=1 j=1
und mit (sx):

n n

Spur(AB) = Z Z (lijb,'j

i=1 j=1

Damit das H(n) mit diesem Skalarprodukt einen euklidischen Vektorraum
bildet, muf es

e linear in jedem Argument sein
e symetrisch sein
e positiv definit sein

Symetrisch
Die Berechnung der Spur ist symetrisch. (Siehe Aufgabe 2). Damit gilt

(4,B) = 3 Spur(4, B) = 5 Spur(B, 4) = (B, 4)

Damit ist das Skalarprodukt symetrisch.

Linear

1
(kA+1C,B) = 2 Spur(kA +1C, B)
(kaij + lcij)bij
= 1

n
7 =

13
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Z[ kaijbij) + (Ibijcij)]

Il
M=

<.
I
—

.
I
—

I
NE

s
I
-

<
I

[k(aijbij) + U(bijeiz)]

k(aijbij +ZZ[ bijcij)

11]1

= kZ Zaijbij +lz Z bijcij

i=1 j=1 i=1 j=1

= k(4,B) +(B,C)

j=1

Il
M=
M:

<.
I
—

.
I
—

(A,kB+1C) = = Spur(A,kB+1C)

DO =

I
M:

<
I
=

.
I
-

Qij (k‘bi]‘ + lcij)

I
NE

<
I
MR

.
I
—

[(aijkbij) + (lajciz)]

[
NE

S
Il
=

.
Il
-

[k(aijbij) + Uaijeij)]

k(a;jbs; —}—ZZZ a;jCij)

Il
I\gE
M:

i=1 ]:1 i=1 j=1
= k E aijbij +1 E E QjCij
i=1 j=1 i=1 j=1

= k{4, B) +1{A,C)

Damit ist es linear in jedem Element.

Positiv definit

1 n n 1 n n
= 522%‘%‘ = 522“%

i=1 j=1 i=1 j=1
Damit ist es positiv definit.

Das Skalarprodukt ist symetrisch, linear in jedem Argument und positiv definit.
Damit ist es das Skalarprodukt eines euklidischen Vektorraumes.



